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© AVVISO DEI COMPILATORI 


hi rapido e continuo incremento delle Scienze Matematiche 
in questi ultimi tempi, è dovuto principalmente alla facilità 
con cui le molte e varie ricerche appena intraprese, le nuove 
verità appena scoperte possono subito estendersi e fecondarsi 
da molti geometri contemporaneamente in varie parti d’Eu- 
ropa. Quindi per tutte le nazioni, che vogliono cooperare a 
questo progresso, la necessità di periodici che diffondano con 
prestezza e regolarità i nuovi trovati dei loro dotti, e che 
agevolino il modo di seguire il generale avanzamento della 
Scienza. In Italia gli Annali di Scienze Matematiche e Fi- 
stiche , fondati fino dal 1850 da uno di noi, intendevano sol- 
tanto al primo di questi due fini, nè esisteva finora alcun 
periodico che si proponesse il secondo. Noi abbiamo perciò 
creduto di potere far cosa utile agli studj matematici nel no- 
stro paese, associandoci per trasformare i suddetti Annali in 
un giornale che avesse questo doppio intendimento. 

Il nuovo Giornale sarà distinto in due parti. Nella prima 
di esse troveranno luogo gli seritti originali contenenti nuove 
verità acquistate alla scienza, o dimostrazioni nuove di im- 
portanti verità conosciute. Nella seconda. parte si daranno 
estratti, più o meno estesi, di memorie pubblicate nei gior- 
nali matematici stranieri e negli Atti delle Accademie, cor- 
redandoli di tutte quelle notizie bibliografiche e di quelle 
indicazioni delle fonti originali, che possano dare agli estratti 
medesimi l’efficacia di un mezzo di istruzione, ed a raggiun- 


gere questo scopo si daranno anche alcune monografie di 
quei nuovi rami della scienza, a conoscere i quali richiedesi 
per difetto di trattati speciali, lo studio di molte memorie 
sparse in varie pubblicazioni. Queste monografie però potranno 
essere inserite nella prima parte, allorquando conterranno cose 
non ancora note sia sostanzialmente, sia riguardo al metodo. 
Da ultimo nella seconda parte si renderà conto dei libri re- 
centemente pubblicati, delle questioni matematiche proposte 
dalle società scientifiche per concorso a premii, ed in gene- 
rale di tutto quanto concerne i progressi delle singole disci- 
pline matematiche. 

I compilatori sentono tutta la gravità dell'impresa alla 
quale si accingono , e dei doveri che assumono ; ma non po- 
tranno renderla veramente utile alla Scienza, e decorosa per 
l'Italia, senza la cooperazione dei geometri e specialmente dei 
loro connazionali, ai quali e a tutti i cultori delle matema- 
tiche raccomandano il nuovo Giornale. Essi confidano ( ed 
altrimenti non avrebbero intrapresa questa pubblicazione ) che 
i geometri Italiani si impegneranno perchè un giornale che 
si propone di rappresentare lo stato della scienza tra noi, 
possa richiamare l’attenzione continua dei dotti degli altri pae- 
si; e far cessare il lamento che i nostri lavori non sono cono- 
sciuli fuori d'Italia. 


E. BETTI A. GENOCCHI 
F. BRIOSCHI EB. TORTOLINI 


L'EDITORE A CHE LEGGE 


(Gli annali di Scienze Matematiche e Fisiche, che ebbero il loro 
principio fin dal gennajo 1850, hanno compiuto l’ottavo anno 
con lo scaduto decembre 1857. Erano essi destinati specialmente 
al progresso delle scienze esatte per la nostra Italia in particolare. 
Il mio scopo fu sempre quello di propagare sì fatti studii, e di 
somministrare un mezzo agevole alla pubblicazione delle memorie 
di quei giovani geometri, che non avessero tutto il commodo 
d’inserirle nelle collezioni accademiche. Tutti i dotti della pe- 
nisola, e molti d’oltremonte hanno concorso coi loro scritti ad 
onorarli. Le importanti Memorie scritte dalla maggior parte dei 
Collaboratori, hanno fatto sì che 1 Matematici più riputati anche 
di oltremonte si rivolgessero alla lettura dei miei Annali. Per- 
suaso della reale utilità, ed incremento dai medesimi prestato 
alle Scienze Matematiche , io non esitai punto dietro un loro 
cenno, di associarmi quali Compilatori i signori Professori Brio- 
schi , Betti, e Genocchi, onde gli Annali di Matematica e 
Fisica ricevessero una riforma utile pel nuovo anno 1838, come 
viene indicato nel di contro Avviso. Oltre cid, che riguarda la 
mia parte circa i lavori scientifici porrò ogni cura, che l’Edizione 
riesca assai nitida tanto per i caratteri del testo, quanto per i 
segni matematici, onde le formole algebriche siano collocate con 


chiarezza, e simmetria. Io l’eseguirò con tanto più impegno , 
da che l'Opera viene eseguita in questo celebre Stabilimento Ti- 
pografico , del quale dalla Sacra Congregazione di Propaganda 
Fide fu a me aflidato da due anni circa a questa parte l’onore- 
vole incarico di Direttore. 

Gli associati agli Annali di Scienze Matematiche e Fisiche 
dello scorso 1857 riceveranno il compimento dei dodici fascicoli, 
quantunque già siasi. ora pubblicato il primo fascicolo dei nuovi 
Annali di Matematica. 


Roma 1. Febbrajo 1858. 


BARNABA TORTOLINI 


ANNALI 
DI MATEMATICA 


PURA ED APPLICATA 











SOPRA L’EQUAZIONI ALGEBRICHE CON PIÙ INCOGNITE 
MEMORIA 


DEL PROF. ENRICO BETTI 


D un sistema di n equazioni algebriche con n incognite, dopo avere determi- 
nata l'equazione finale risultante dall’ eliminazione di tutte le incognite meno una sola, 
e trovati tutti i valori di questa incognita, per risolvere compiutamente il sistema 
proposte , è necessario di determinare in funzione di questi i valori corrispondenti 
delle altre incognite , cioè rimane da sciogliersi il seguente problema : 

Date n equazioni con n — 1 incognite, che hanno uno o più sistemi di solu- 
zioni comuni, determinare questi sistemi. 

Il ch. sig. Liouville , nel vol. 12 del suo Giornale, ha dato un metodo per 
risolvere questo problema. Abel, nel vol. 17 degli Annali di Gergonne lo aveva 
trattato con maggior generalità , ma soltanto nel caso di due sole equazioni con una 
incognita. Come può vedersi anche nel Cours d’Algebre superieure del ch. Sig. Ser- 
ret, egli aveva determinato, per mezzo delle funzioni simmetriche , una funzione 
razionale qualunque di una sola radice comune a due equazioni algebriche. I prin- 
cipii, sopra i quali è fondato il metodo di Abel, sono stati dimostrati finora soltanto 
per il caso di una sola equazione con una incognita ; quindi la generalità, di cui esso 
è capace, non è stata finora provata. Dare tutta la possibile generalità al metodo di 
Abel e ai principi, sopra i quali si fonda, è lo scopo di questa breve Memoria. 

Siano proposte le n + 1 equazioni algebriche con » incognite : 

Tom. I. N°. 1. 1858. 1 
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le quali siano rispettivamente di grado m,, Ms, . . . m,. Rappresentiamo i sistemi 


di soluzioni comuni a tutte l’equazioni (1), meno la prima, con 
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il primo dei quali sia comune a tutte. 
È noto che si possono determinare sempre n° polinomi moltiplicatori M,', My, . . . 
M',M/,M"...M",,.... M, in modo che si abbia identicamente : 
M'f+M fat. ... +M' f = 9 (x); 
M/ fi er My f + se ne Dr MUR = Do (Le) > 
(3) . e . e L . . 


e . e . . . 


MO RM GE + MO) 


indicando un 9,(#,) l'equazione finale risultante dall’ eliminazione di tutte le inco- 
gnite meno &,. Rappresentando con D il determinante 


DE: M'M’M”...M®, 


con A ıl determinante funzionale : 


Y= de i dfn 
ini: cae. ON 


dx, ? 
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e con O(& > Les .. x, ) il prodotto dei due determinanti D e A, si dimostrano fa- 
cilmente (*) le due equazioni : 


(4) re il), 
(5) here io PR Et CL AL PR AICAE 


nella prima delle quali i valori numeriei degl’ indici superiori r,, ro, 7, sono tutti 
differenti. 

Ammesse queste notazioni e richiamati questi principii, passiamo ad estendere al- 
cuni teoremi dal caso di una sola equazione a quello generale di un sistema di un 
numero qualunque di equazioni. | 

Trorema I. Una funzione razionale e simmetrica di tutti à sistemi (2) meno 
uno, per esempio meno il primo , equivale a una funzione razionale e intera delle 
quantità di questo stesso sistema. 


Poniamo 
(6) TT (a, a,...0,) = (4-02) (&—a@) ... (1 —a,) (as —a,).... 
(a —a,) .... (a. —a,); 
c 
9 e ) Pa (x2) n (£,) ! 
Fe = VY, (us a)» mesa = Vy (X24 0%), ... eu = Ÿ, (tn > 2); 


Y,, W,....VW, saranno rispettivamente funzioni razionali e intere di x, e x, di 
LN x”. 

La funzione generatrice delle funzioni razionali, intere e simmetriche di tutti i 
sistemi (2) meno il primo, sarà 


mE sn 


(1) G= P A ET NEC 1h i oped ead 
DIRT iy hcl Us) LH, da. ha) 


Infatti, decomponendo in frazioni semplici, a cagione dell’ equazione (4) si annullano 
tutti i termini, nei denominatori dei quali alcuni dei fattori, che contengono gli u 
cogli apici superiori eguali, hanno gli « cogli apici superiori differenti ; a cagione 
dell’ equazione (6), si annullano tutti i termini, nei denominatori dei quali alcuni 


(*) Vedi la M. di Jacobi 7%. nova nel Crelle. Vol. 14, e la mia M. sopra le serie doppie ricorrenti 


negli Annali di Scienze Matematiche e Fisiche pel Feb. 1857. 
A 
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dei fattori, che contengono gli w con apici inferiori eguali, hanno anche eguali gli apici 
superiori degli «; e per l’equazione (5), tutti gli altri termini hanno per numeratore 
l’unità. Dunque, abbiamo identicamente : 
; 1 
(8) G i 2 " n I BL "n [44 L fa 
("ww") +... una)... (un) .... (Fu, a.) 





> 


dove si debbono permutare tra loro contemporaneamente gl’ indici superiori di tutti 
gli n sistemi di a, in tutti i modi possibili. 

Ora, svolgendo in serie ordinata secondo le potenze decrescenti delle indetermi- 
nate "Uy, Une», “Uy, YU, .., l’espressione (8) di G, si ottiene per coefficiente 
del termine : 


_(# u 
| "a, +1) a — ("An+41) ( a,+4) —(" 4,+1) 
(9) u, RR Pa, Be, 
la funzione simmetrica : 
(10) PRA a DR hear 7: 
a ae els a, una a, Loca a n, 


L'espressione (7) di G è funzione razionale di 4 , ‘293... ‘a, e dei coefficienti, 
poichè anche le funzioni II° sono funzioni razionali dei coefficienti di Y,, Y,,...W, ; 
quindi svolta in serie ordinata secondo le potenze decrescenti delle medesime inde- 
terminate w, si otterrà per coefficiente del termine (9) una funzione razionale di ’e,, 
ls ’ 


& 3 + » +’, che potrà rendersi intera, perché ‘a, , ‘a . . . ‘a, sono rispettiva 
mente radici dell’ equazioni 


a(d,)=0, De Le) = 0 È 2 : c matt) = O 


Dunque la funzione (10) sara esprimibile razionalmente e sotto forma intera per 
le quantità “2,3 ay + . . , a. Ma una funzione razionale e simmetrica di tutti i 
sistemi (2) meno il primo, si può rendere intera, moltiplicandone il numeratore e 
il denominatore per tutti i valori che prende il denominatore permutando tutti i si- 
stemi tra loro in tutti i modi possibili ; e resa intera sarà la somma di più espres- 
sioni della forma (10) moltiplicate per quantità razionali, e quindi sarà esprimibile 
razionalmente e sotto forma intera per ‘a, , ‘x . . . ‘an; come volevamo dimostrare. 

Teorema II. Una funzione razionale e intera di grado qualunque di un solo dei 
sistemi (2) equivale sempre a una funzione razionale e intera delle quantità dello 
stesso sistema, la quale contiene un sol termine di grado m, + m +... + m, — n 
e tutti gli altri di grado inferiore. 
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Le quantitä 
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sono termini di una serie n°?‘ ricorrente, della quale le scale di relazione si otten- 
gono , sostituendo nell’ equazioni 


Enna Sa fel 5e Dalle AN) 
t 
(11) Prt Xe ef . È Lp a (Lg Way co D) = 0. 
zt 
Bet X, 2 . . . Cn n iP (x, ’ Lo > . . . Ln ) == 0. 
x RT: r r mey . À ù N 
u in luogo dia," æ,”...æ,". Dati i valori delle # indeterminate h,, è 


Pr Tar Tn 

chiaro che la serie deve risultare compiutamente determinata: dunque |’ equa- 
zioni di primo grado che si ottengono, come abbiamo detto, dall’ equazioni (11) 
debbono essere tali da potere servire a determinare linearmente tutti i termini 
della serie, quando ne siano conosciuti tanti quanti bastano per determinare i u. va- 
lori di h, per esempio i primi x, ossia tutti quelli nei quali r, <m, rr <m,,... 
r, <m,. Questo varrà qualunque siano i valori dei coefficienti h, quindi anche per 





u, h=h—... =h,= 0. Dunque tutti i prodotti 
LR E MIA E 


si potranno esprimere linearmente per quei prodotti soli nei quali r, <m,...r, <m,; 
e una funzione intera qualunque di ‘x, "2 . . . “a, si potrà ridurre a contenere un 
sol termine di grado m, + my + . . . +m,— n, e tutti gli altri di grado infe- 
hore Co. Ves di 

Trorema III. Se F,, indica una funzione di "a, "a, ... "a,, razionale, 
intera e con un sol termine di grado mu + m: + ... +m, —n, e tutti gli 
altri di grado inferiore , e A, indica il valore che prende il determinante funzio- 


m m m 


nale quando ad x,, x, . . . à, si sostituisce rispettivamente "a,, "as . . . "a, 5 


mf 


F, 
DI 


il 


sarà eguale al coefficiente del termine di grado m, + m,-+ ... +m, —n ink. 
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Come nel Teorema I. si è dimostrata l’eguaglianza dei secondi membri dell’ equa- 
zioni (7) e (8), si può provare ancora la seguente identità : 





mp 
D a; D 1 
qu (Us) Go (Ue) ++ + Gn (U) Am u") (Ung) + à. (us, —"a) ? 
m= 
e poichè D è di grado non superiore a u — my — m,— ... — m,, dovranno nel 


primo membro , e quindi anche nel secondo, mancare i termini di grado superiore a 
— (m-+m, + .. + m,), quando si svolgano ambedue secondo le potenze decre- 
scenti di % 5 Ugy . + + Un. Dunque 


m m r 


A Er 
12 >» i = n 
(12) n 


m 





sarà eguale a zero per tutti i valori di 7,, 723 - . 7, rispettivamente non superiori 
am — 1, m—1,...m,—1, e sarà eguale al coefficiente T di u," us": 
. U, "= nel primo membro svolto in serie, quando r,, ra . . . 7, sono rispet- 
tivamente uguali am, — 1, m — 1 . . . m, — 1; ma se prima di procedere al 
calcolo si fosse decomposto T in n fattori (alcuni dei quali potevano essere eguali 
a uno) e si fossero rispettivamente moltiplicati i primi membri dell’equazioni f,—0, fe=0 
f. — 0, per questi fattori, il determinante funzionale A sarebbe stato molti- 
plicato per T, e quindi il valore dell’ espressione (12) sarebbe stato diviso per T, 
e perciò sarebbe stato uguale ad 1; e questo potremo sempre supporlo. 
Ora, è chiaro che, nell’ espressione 


Fa 
Dh 
annullandosi tutti i termini della forma (12) e di grado minore di m + m, + 
.. +m, — n, e quello di grado m + m, + . . . . — n, essendo eguale 
all’ unità moltiplicata pel suo coefficiente ; l’espressione stessa rimarrà eguale a que- 
st’ ultimo, come volevamo dimostrare. 
Passiamo ora alla risoluzione del problema che ci siamo proposti in principio. 
ProsLema. Determinare una funzione razionale qualunque delle quantità che con- 


stituiscono un sistema di soluzioni comuni ad n+-1 equazioni con n incognite. 
Sia Ya , ‘a, ...'a,) la funzione da determinarsi. Poniamo 


Ref, (ais loto 5) rent.) ALT Oo, Er N ee fa (Pz. tase eee 
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la quale espressione dovrà essere identicamente nulla; indichiamo con V, la quantità 


R 


EE cs Ra 
fa (a) ‘ag 3 da) 


che, per i teoremi I e II, sarà eguale a una funzione razionale intera di ‘«, "as, ... ‘a, 
con un sol termine di grado m + m + ... +m, — ne tutti gli altri di grado 
inferiore, che rappresenteremo con F,. È evidente che V, sarà nullo per tutti i va- 
lori di s, fuorichè per s=1; quindi 


map 


M—A 
5 LE 
— — = = 
À, A 
mi 


e per il Teorema III, indicando con K il coefficiente del termine di più alto grado 
in F, 


Il 


< 
3 


3 
il 
P| 


Ve 
7 == KK; 


Analogamente , indicando con H il coefficiente del termine di grado m m; + . . . 
+ m,—n, in VY ridotto, come abbiamo detto nel Teorema II, e ponendo 
it, are) — Pagg ollerremo 





m=p 

VY Va ee 

A, =), NT ui 
mat 


Dividendo l’una per l’altra queste due equazioni, avremo finalmente 


H 

y =, 

K 
Quando l’ equazioni abbiano più sistemi di soluzioni comuni, non si trova diffi- 
coltà ad estendere i metodi trovati per il caso di un solo. Mi contenterò di accen- 

nare i seguenti teoremi : 

I. Le condizioni necessarie e sufficienti, perchè n + 1 equazioni abbiano t si- 
stemi di soluzioni comuni, sono espresse dalle equazioni 


4 


dR aR dR 
R=0, emit dar, = | ee da 0 
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dove R è il primo membro dell’ equazione finale risultante , e @r,, +2, ... r, indica 
il coefficiente di x ay: . . . an in fy. 

II. L'equazione, che ha per radici à t valori della funzione 


Be, r r 7° 
Dirt Kg 2. +... Ay, ns 


dove si prendono successivamente per gli « à valori che hanno nei t sistemi comuni 
alle n + 1 equazioni, è 


d'R | d'R DE 
dali aa da eo dai vi DI 
A t 
7 i oe Jr to oe 1) 


2 t—2 re t 
da;,, ro, .. Tn dazi Ae) da, 9 VQ ...Tn 


Pisa, 26 Novembre 1857. 
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SULLO SVILUPPO DI UN DETERMINANTE 
NOTA 
DEL PROF. FRANCESCO BRIOSCHI 





Posto per brevità : 





a,.., = x rr 
9S XL, TU, > Vas (x, —a,)°. 


si ha facilmente che il determinante : 


Ai ur + 0 . . Ana Casi 
Gyo 4,2 + + + + Ans Saye 
À — : 
Aion Kun © + Ann %n,2n 
è uguale a: 
4 
(1) (41) Il (a, Ao, eee a,) IT (x,, Toy è + Lon) 


g (a) g° (az) sie q° (a, 
essendo : 

p(x) = (0%) (t—X:) . . « (X— 2%) 
ed il simbolo II(a,, @,....a,) indicando il prodotto delle differenze delle quantità 
A os. An cioè : 

II (Ay, 03... @,) = (4, —Ay) (Ay—Ag) (9. — 4,4) (Ana — y) ... (Ge — ui). 
Ora supponendo : 

P(x) = (w—a,) (w—a,) . . . (w—a,) 

si hanno le relazioni : 
(a1) 9 (as) ... 9 (a,) = P (x) P (x) ... P (x) 

n(n— 1) 


IP (as; Gg)... @,) = (—1) * P’(a,) P’(a,)... P’(a,) 


dunque si avrà anche : 
P'°(a,) P'°(a») ... P'°(a,) DL (4, Loy -++ Lon) 
2 fea ee en es ne ak Lae 
dA EN ta) ea meta) Pla) Pla). Pla) 
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Per ottenere gli sviluppi dei determinanti parziali osserviamo che : 





dA dA 
da,., i da,,; 








dA 
da > (— 1 ie Ara Anat ae “Poi Agna cu Ay sot WER, de Sinn au at A 
(3) | 
dA Bin 
da = (— 1) Op 4 A., sun BOQ Pe Ar,s A ASTI 35 Op sod Arar chi SICH aon AGS 


essendo A,,,, A, - - + determinanti del 2(n—1)”° ordine analoghi all’A. Quindi pel 
valore (1) di quest’ ultimo determinante si avrà : 


AGE II*(a,,..4,—1) Orr. On) lan. Liar Bra By ty Corps: Con) 
App = | mm PaO 


FEE) (e<s) 


4 
A jet TE tire Gras Arge Ma) (us is Dinar Bam Pep Ban) 











Be OL RACE RON (i>s) 
nelle quali : 
DEA _ 200) 
IT 0) eee 
Ora ponendo : 
be) 
lm) | æ—a, 


si ha: 

PA St) Para) Pa) = GP D Free) He) 
inoltre : 
Ta... Bro Dip Dur Don) Pla) = (1) TUR, Los + Deus Dur Rn) (LS) 
a2 Br Bin Brom) PR) = (1) (ay, Loy.» Li Lore Lan) (is) 


quindi : 


Ag (rt Muse Grats rune Qu) (ey ayers Tess Besar Lan) NR) 


4 (a,) ... Y°(a,_,) Y(a,,.) f(a) Y(z) 
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Sostituendo questo valore nella prima delle (3), osservando essere : 

















N*(2,) >. er N’ (@,_,) HE N° (141) 
(X,-4,) v(z,) dus (&,1—0,) d'(t,_1) (2,1 07) b (544) 
N? (Xn) eh Raith Ei *(a,) 
iz (Los — dr) (Lan) = Y(a,) 
si otliene : 
di (ay DTT Ei Das) PYG) 
da... (a) Toh 4 (a,_,) d (4,4) seis Y (4,) Ÿ (a,) 


ed analogamente : 








dA di (A IMQ; il) I(x, Los. KL) Lotus Don) (>) 
da,,, Y°(a,) ODI, 4° (a4) 4° (0,41) ree y (a,) + (a,) a, 


dA dA 
dans : da,.,; 








Queste espressioni dei determinanti parziali si ponno trasformare come 


si è fatto superiormente pel determinante A ; infatti osservando che : 
E ee ob. (a. 
Ia, Gr) 4,2. Gy) = (—1) ? ee 
Y (4) p(a) … Y(A,) = (—1)" P(a,) ... P(e) P (44)... Pla) 


dalle superiori si dedurranno le seguenti : 


dA s P'°(a,)P"°(a.)..P'°(a,) I(x, Siae Ls Logis: Lan) Y(a,) 


dan + Ta) Ya) va) Pie)... Pa) Ple) Pi) P%(a,) 














dA SET P"(a,)P'(az)..P" (a) Ha, ,... Ls) Cru Lon) ( g(a,) ) 
da... si pa,) (a) ..pa,) P(x,)... Pia) Par). Pix.) 


Pavia Ottobre 1857. 
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SULLE FUNZIONI ABELIANE COMPLETE DI PRIMA E SECONDA SPECIE. 
MEMORIA 
DEL PROF. FRANCESCO BRIOSCHI 





1°. Siano @,, Go, + Gnas, 20-4 numeri reali, differenti fra loro e tali che: 


A, <A, LE ee Aan < Anz 
Posto : | 
P(x) = (x—a,) (1a). (2—4,,_,), Q(x) = A(r—a,) (0—a,) .. (4— a) (C—4;,.41) 
R(x) = P(x) Q(x). | 
essendo A un numero positivo, si denomineranno funzioni Abeliane complete di prima 
specie (*) gli integrali definiti : 


K A SRP (TES 
RO, (2 —0;,_,) YR(x) 
Aa 


e funzioni Abeliane complete di seconda specie gli : 


a Q(a_) N RS 
L,, = 2 P’(a,,_.) (&—4;,_,)" VR(x) 


loss 





Supponendo inoltre : 


k è RE. (0) ay 13 si iQ (ars) ag Ba) ee 
2 u (0 — Agr) VR (2) 2P (az) i: (2—4;,.,)” VR (x) 
fe 25 


(nelle quali a = 1), e: 


KL, = hs + Kuss +... Kon 
(1) 3 N st 


Le = je Sm La Sr IE um Lo 


(*) Jacobi — De function. duarum variabil. quadrupliciter periodicis, ete. Giorn. di Crelle. T. 13. p. 76. 
Weierstrass — Beitrag zur Theorie der Abel’schen Integrale. Programma scolast. di Braunsberg. 1849. 


Zur Theorie der Abel’schen Functionen. Giornale di Crelle T. 47. pag. 293. Giornale di Liouville. 
Tom. XIX. pag. 262. 
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saranno K',,, L',,, le funzioni Abeliane complete di prima e seconda specie a mo- 
duli completivi. 

Questi integrali definiti si renderanno determinati ritenendo che allorquando x è 
compreso fra a, ed Gy, sia: 


VR (e) = è VID RG) A 


in modo che la quantità sotto il segno radicale risulti sempre positiva. 
Provasi facilmente che nel caso di n= 1, cioè delle funzioni Ellittiche, supposto 





4 : 
À = si hanno le: 
(lg A, 





Ki. = K, Riga L,=K_- E, La = E' 


per cui la relazione di Legendre : 


KE’ — K’ (K—E) => 


prende la forma : 
T 


Kin Lian = Kia Lia ri 9 


2°. Consideriamo dapprima l’integrale multiplo : 


Kea | he . . . Ks Lo, 


O N CT 
N BO Cheer ar re A a 
Ka Lao Hay Kin DM 
ie RICO ai Ah 


Indicando con A il determinante : 


da Os . . . a 





Not Teoh 
do 42 + + + Ane A 
a, „en x ‚2r È $ Le a Un »2n An s2n 
nel quale : 
4 1 
1,5 — apes a 


QX, 0, (x, — a,) 


14 ANNALI DI MATEMATICA 


si avrà; rammentando la convenzione fatta intorno ai segni dei radicali, che ; 
ont 
lix a de er Piro) Pia) A 
TFT ID" Rw) R(@;) ... Bla.) } 


Q(a,) Q(a,) ... Q (2,4) 
lin P‘(a,) P(a,) ... P(don—1) 


essendo :, 


Quindi ponendo : 
o(2) = (xx) (x—x:) ... (Z—Xo,) 


P = R'(a,) R'(a,) a R’(a,,_,) 


si avrà pel valore di A trovato nella nota precedente (sullo sviluppo di un deter- 
minante equazione (2) ) : 


ie JI(2,, Lo, ... x Lon) x 
= te, firs. fin. Fea) Hea) an DR) Ray) Ras.) | 





don 
Introduciamo ora le 2n+1 variabili y,, yo. - - Yanyı legate alle a, €». . . x, delle 
equazioni : 
De o(a,) 
y, E'(a,) 


e quindi legate fra loro dalla : 


(2) Y +yY te ty =). 


gn+t 
Questa nota trasformazione (*) conduce alla relazione : 


Gent fa n 
II(,3:W33<0> Bap) 4 Yi Ya.» AY2n 
dx, dx. des ea Re aie Pe oe * 
f Je + je: i )++ Pla) Vi(—1)"R(2,)..R(£2n)} P Yi ys. Yon AV 


essendo i limiti per l'integrale multiplo del secondo membro tutti i valori positivi 
delle y, y: +-+ Yor che soddisfano l'equazione (2). Se ora osserviamo essere : 


(22) 
YA US + Yin Yous 2 


(') Rosenhain. Über die hyperelliptischen Transcendenten. Jacobi - Mathematische Werke. Band II°, 
pag. 308, 
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si avrà soslituendo che: 


(3) A -(5) 


3°. Le trasformazioni mediante le quali abbiamo sopra ottenuto il valore del deter- 
minante A valgono anche a determinare quelli dei determinanti parziali : 


(4) dA dA #44 dA 
dhe ra? aldo 
Infatti si hanno le 

















ie u NT Co pda, NA ide. 0. 
SAT “of me — vn nen dt desde. ty 
TE eu) | n Fide end a) Flee = ies a ur En 


ritenendo sempre le variabili x,, 2, ... comprese fra a, ed a, a, ed a, etc. ; e so- 


dA dA 


stituendo in esse per ———— , 
da, da,.,25 





etc. 1 loro valorı trovati nella nota suddetta 


(equazioni (4)) giungiamo facilmente alle : 


(2n—1) 








Lys ++ Caso, Las ++ Lon) Ya) 
a solfa Se eta, 
i YyiR Riz,,_,) R(£,,)..R(x,)} \P”? (a) A 5 220%, 2 

ape eT ) TCA 

— Last) Vosity ++ Ton ( Cor | 
gas VER). Ra) Ra) R(Lon)} dx ..dx. ieee dx È „da n 
ke, Sun Pf YyiR R(%2,_1) R (ao,41)-- Rn) } P”*(d2,_1) de A noe sd : 

| (2n—4) 
dA 2" Pie IT (x,,.. Vos) Is» Lon) 


TRIS DA) I JR (E). Ra. Ra.) Raggi Vr des, à dx,...dx,, 
(2n—1) 
dA jn-t Pilo II art CEES RATA 
dl. | FR) )SYVAR( Rs Rau.) .+R(Lon)} Paz, )dRı dus, dti. des, 
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nelle quali : 


=Y(4,) Yla;) ... (Gens) 








e dia) = SIE nella prima e terza, ed SARA nella seconda e quarta. Quin- 
I LT — Las 
di posto : 
R(x) _ _9(2) 
Sa) =... Ho) = 


la ricerca dei valori degli integrali definiti (4) riducesi a quella dei due : 


Moni r 
SE ae Im: nie rio Um Van) ON Lon) }(@e,_4) ), 
a fi no fi Mk « fi LYS). Sn) Sona) SE) ale, es (x ACIER S( (Lon) Vu le (da) Gory 
Go, 








mtr 
fi È Int DE nta je II (x, + Con, Uma + Lon) (2,1) 
Ro Cm Lys. 2n YyViS (2) S(x rn) Sa) ee S(Lon)} V Y(Am) i 
Ant 


Se sopra questi integrali eseguiamo la prima trasformazione accennata sopra, ponendo: 


= d (a Ÿ(a,) 2 Pla.) 2 APN] ere ree Yan) 


1 S'(a Salvi r Ymaa = Signe ML Sion) ae Yon+1 are Ss) 9 








ed osserviamo che dalle equazioni : 











Ya) ,; a) He 
R'(a,) R'(a:) Ber R'(G:,11) ; das,_, Arr 0, 


si deducono le due : 


Yam) 
R’(a,) 





ae 2 2 2 + 2 : 
ai Si Y, a sn + Smot Yını tri Sg Yong + Sand Yu 


As, i Sa r— 
(Pl). = es Pa) 3 QUE sas + ln Im + hu Ya near Mona Yin 


nelle quali : 








1 1 S(d9,,) \ 
I: ELA (MS 
4 Un —0, d Ar, 0, Es — (los pP (e) Qoy_4 
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potremo sugli integrali così trasformati operare una seconda trasformazione , della 
quale diede varj esempj Jacobi al Capo IV’. della sua memoria « De binis quibus- 
libet funetionibus homogeneis secundi ordinis ete. (*). Perciò daremo qui soltanto i 
risultati dell’ integrazione, non presentando essa difficoltà dopo le considerazioni su- 
periori. 

4°. Questi risultati , posti sotto la forma più opportuna per le conseguenze che vo- 
gliamo dedurne , sono i seguenti : 


ROSTA IS (a pad eda in, 
UK dk ci 2 e dI AL En 9; Es 


dA GAN iret (LA N, dA da _ (me 
dk, «dre a. 2 FR dio i dl = 2 di 


Vs 


- 


(9) 


Indichiamo ora con vw il determinante 


K,, BO Sa Kr; IR 
Kur Li ART ES Kr. Lit 


K, ie i SPO Ke. RB... 
! f , 
KR pe RAI Kr Le. | 


si otterranno facilmente per le (1) le relazioni : 





ro dv dA dy dA 
KR? NL. dl. 

d d dA d d d da 

dv us rc See u . — - 


dk, | dK’, TR TI o er dl 


LE) 


quindi dalle equazioni (3) (5) si dedurranno le : 


= n 
= r=) 
he pa eer LA ae CALE as aad EL es 
Ti (UNDE NE, ee, Na) 


(* Giornale di Crelle. Tom. 12. pag. 60. 
Tom. I. N°. 1. 1858. 3 
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| dy è 4 nei dy # x n—1 | 
(7) aK’... =— (=) L,. ; 1H (=) |. 


e siccome alle due penultime, essendo per le (1) : 
A => Leer tre LS: 
A, = Keer as K,, ’ 


si ponno sostituire le : 


dy dv, (Na I I (| OL 
AREAL cK! =() Lia Lan L dla Abe PE 2 À de Ko. ) 


si avranno anche le : 


dy dy e - n—i : : dv : dv n nei mr 
(8) dK,..,, ki aK (5) eli dues è dL,..; an È (K rim K rsi)- 


Le equazioni (6) (7) danno origine alla seguente : 


- N dy vy dy en T ai - , ! IEZZO 
Di L Tos dL, , +K rss 1) Dai K,. L Fos Lo K #15) = V 
LI 4 


ossia : È 
KT eR S 
( alia rss =) Fa 9 
r 
; : 


Analogamente si ottengono da quelle equazioni le 


n 


SD (Kala io 


1 


n 
) : ( Ke Fas. PE ba KS ) SS 0 
; ? 
e dalle (6) (8) la: 
D: ( KR Le EZ Ke Les ) = 0. 
i 
4 
Sono queste le n(2n—1) relazioni fra le funzioni Abeliane complete di prima e se- 
conda specie, già dimostrate con altri principj dal sig; Weierstrass nel programma 
scolastico succitato e dal medesimo riportate nella memoria del T°. 47. del giornale 
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di Crelle pag. 302. Ora siccome dalla prima, seconda e quarta delle equazioni su- 
periori deducesi facilmente essere : 


dv en - n—1 3 dy ing = Bts 
(9) dK, ge (+) La ’ di en (+) K’,.,s ’ 


evidentemente queste due equazioni terranno luogo delle (7); le n(2n—1) relazioni 
suddette si potranno ritenere quali conseguenze ‘delle equazioni (6) (7) (9), e reci- 
procamente. 

La considerazione di queste ultime equazioni conduce a trovare altre n(2n— 1) 
relazioni, fra le funzioni Abeliane complete, di forma differente dalle superiori del 
sig. Weierstrass. Infatti essendo : 





> 
n 


dy MURO Vv: NE. 
N (Kee ah, + Km a) =° 


1 


le seconde equazioni (7), (9) danno: 


(10) D ( Key K'm,s aes Kor Kr) = 0 


1 


ed analogamente : 


n 


Ha) D (bes Lions — Em Lie) = 0 


1 


oltre le quali si hanno le due : 


n 


D (K,.. pre K,,L,,)= 0 


s 
4 


vi 


D (bi bes — Boe be) = 


4 
n(n— 1) idk i | DORE 
Le rs — relaziont (10) sono di molta importanza essendo fra sole funzioni Abe- 


liane complete di prima specie e le loro completive, come pure le (11) riguardo a 


quelle di seconda specie. 
| Pavia Ottobre 1857. 


3 
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= = es: er ee 











SOPRA ALCUNE PROPRIETÀ DELLE FUNZIONI ABELIANE 
MEMORIA 


DEL PROF. FRANCESCO BRIOSCHI 





1%. Len variabili x,, 7, ... x, steno legate ad altrettante u,, U, ... u, , 
dalle equazioni : 

dx; | 2VR(x) 

OU Cregg ann 
du, (x; — a,) 9(£,) 
nelle quali : 

(x) = (x — H,)(% — a)... (x x), 





le U, Us, ... sono funzioni delle u, , u,,...u,; ed indicando con a, , @, , . . + Cons, 
2n + 1 quantità costanti differenti fra loro, e con A una funzione delle medesime 
st ha: 

R(x) == Ale— a) a) ra). 
Posto : 


A(x) LG VR(x) ’ S(a) = (x ria Ayn) (x ia a.) 


essendo m,s due numeri della serie 1, 2,...2n+1, trattasi di derivare rispetto 
ad u, la espressione : 


2°. Supponiamo dapprima che i numeri m, s ed r sieno differenti fra loro. Si 
osservi che : 


Bee (en) a (22) A(a,) S(x,) de, 


=O ie —— a — o + È*>-r—_ 4 





du, \S(x)g(x)} Sx) du, \g(x) g'(x,) Sa) du, 
Ora 
he zul aud Sah ( ) rd N da, + Festa I A 
du, \g(c)} de \g(a)}du, ‘dx, ox) /du, ©‘ dx, \9(x) / du, | 
ma 
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dunque si avrà : 














d /A(x)) d (Ax)\dxr, | Ae)j 1 da, {SU de: 

VIA , + ! Tr ONE Te . è a Lt er 

du, \7(&,) ie, 9(2, ) du, p(x,) (x, —x: du, x, —x, du, 
e per la (1) 


(©, — La) (L_ — a,.) ¢' (Lp) 


| | 














dr (Aa) © U. 1 A(x,) A(x,) 
a Ces ) re x, a, da Er °(2,) )+® Fa) | ( 
A(x,) 

(x, EL n) (& Lu a,)y(® n) 


Sostituendo questa espressione nella (2) si ottiene : 





e _-. 




















Der e) So) 
PPT. Hee se ie) da, ee) © Pla) La) S@) * 
essendo 
STA) A(x:) = A(x,) 
a S(,) Al ) (x — Le) (Lo — 0 ) 9( 2) (© —1,)(8,— a ) (x) 
ed 


L(x) = S(x)(x — a,). 


La equazione (3) riducesi facilmente alla seguente : 


1 d A(x,) 23 d A?(x,) 
Tana) — & (een) 
x) (a) SR) 


od osservando essere : 








S(a)— (x, —a,) S(a)} + X 


i 





S(x) — (x — a,) S'(x) = (a, — a,,)(a, -— a,) — (x — a,) 


DOT, A(a,) FE (EA A te o A°(x,) 
U, du, (te) es) aaa) LTT E) 


aaa) 
Salta) 8 


alla : 





Analogamente ponendo : 


abd A(x) — A(x,) A(&n) | 
fe S(x,) 0 (&;) E — x,)(x, — a,) y(x,) ina (x, — X,)(L, — 4,) g(x,) 


si otterrebbe la : 
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1 d A(x, d A(x, A’ (a, 








r du, \S(x) 9 (a2) da, \L(x,) 9" (x2) (x) 9° (2) 
A°(x:) 
ea 
S°(3)9" (2) 
e così altre n — 2; le quali En, sommate danno : 
1 e ta A*(2) Mer SE 
u TE = ‘S(a,) 91 CZ dx; la: (x;) Ace A 1.) Bi TA) 
- A°(a 
Tr La S*(a,)o" A +2. X; . 
Ma: 








Ala) A) 1 ni ME Se 


im Fa) le) a, 2 | (x, — a,)(& — a,)S(x,) S(x) 


1 
e siccome : 


S(X2) (x, a a,) Ber S(x,) (1, —4,) Fe (x, — Le) i (Aia Un) (a,— a) = (2, — &,) (de FE a,) ; 
sì avrà: 


< res A(x,) A(z) = ln) (a, re a.) ca 1 a | c à 
247 aan team | 


per cui sostituendo si giungerà alla : 
1:74 58,2 Alu) Medio) 
(4) U, du, ee Sa) la) 2: dx; (a (x) 


LA is n A(x,) ha < A(x;) ) 
re (3, La) A) (È, Se) 


Per determinare il valore della prima sommatoria del secondo membro, pongasi : 


R(x) 


Lio nae 


si ha come € noto : 


i $ d ( T{x;) ) 
(x) si dx, \(a — x)9"(x)/. i 
quindi eguagliando i coefficienti di — nei due membri risulta : 
"dl =) ed ( (x) ) 
a a lee al UE 
2: dx; (7 (t;) > dx; \L(x,) #"(&,) 


e la (4) riducesi alla : 


ARA OR AR) ao Si las Ali À 
U, du, 2' Sta) Te cola (Sz ra) (È S(@,) m) 
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dalla quale si ha il valore della derivata richiesta. Porremo ora questa relazione sotto 


altra forma in vista delle applicazioni che intendiamo fare di essa alla teorica delle 
funzioni Abeliane. Indichiamo con G(x) il prodotto : 


(x ES. Qn) (x PE a,) 
Si avrà : 


ed in conseguenza : 


1 d A(x;) a, | » A(a; | 
E a De EN | 
U, du," S(x,) (x) a, —a, 2: G(x;) ¢'(x; 2 S(x;) 9). 2: G(a;) 9 (x;) 


) n 
LD e GENERI IC NA 
ES Sa) (a ni 











ed analogamente quando s sia un numero della serie 1, 2, ... n, si avrà: 
incu o A(x;) a, — a,| < A(x;) n A(x;) |} A(x;) 
EN 2 a Ss m | ı BR 9, ı a l 
U, du, <'G(x) vx) a, El, S(x;) ¢'(x;) LG) d x) (x Zi Sa) oa) S(t;) (x) 


sata) 


la quale sommata colla superiore conduce alla : 


eni da Ac) Al) x 
Tata * U, ttt > Sey TA Gr ° 


3°. Supponiamo ora r—s, e quindi s un numero delle serie 1, 2, ...n. Ana- 
logamente alla (4) si avrà : 


E A(x,) HER d A(x;) 2 Aa) — i 
U, du, 2 S(a;) (x) aa I, DE (£ S(a,) ei) 


nella quale : 





N(x) m (X zw a,)(& gra (u 





Pongasi : 
Ba). 
dalle formole per lo spezzamento delle frazioni si otterrà : 
M SI M(x; 
sos EEE SCH EEE Pa si ri) 
(e —a,) g(a) (r—-a,)g(a) dx; \(x — x)(x: — 4,)9 (x) 


ioe 
e dal confronto dei coefficienti di ne 
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de ( A°(2)) )- Mia SERA) 
Tau \Na)gx)} (ae) (a,—a,) 9(0,) ’ 
quindi per r= s ed m differente da r e da s, si avrà : 
1 dela A(x;) Bas) un (3 A(x;) ) 
6 Re MIT e a ER aa 
I D a ¥ Se) a) aa) se) \' Se) ga) 
Così nell'ipotesi di m = s ed r differente la s, ponendo : 
F(x) = (x — a,)(x — a.) 
si otterrà la relazione : 
= 1 deg A(x;) R'(a,) 
7 e el ID a den 
D Gant) 
Al) < A(x;) | N A(x;) 
si oe 
B F(2,) 9'(2,) Ta — a) 9(,) D F(x;) g (x) : 
Da ultimo se supponesi r = s = m sara: 
1 d Aa) A(x;) ) 2 Aa) N". 
U, du, Zi (x; — a) 9 Ri da; ml (x; — a,)* 3 }(x;) 2 (Mm a) ro) | 
e siccome ponendo : 
1 Ri) 
Mi — V 
A x— a, (2) 


sı ha: 


Via) _d/f iVm) od Ve) 
(x Eu a) 9° (2) ‘a da, & = a.) Al ni 2 La vi Ti) (X; ay a) an 


sr IL AA OO 
e dal confronto dei coefficienti di — risulta : 
x 




















SALE rk tr ded, MRS 1 Ra) 
dr, \ (x, — a) o°()) ©  da,\ala)) «da, XA Ela) 
si otterrà la quarta formola : 
I d: = A(x,) cA d ( 1 Ra,) (3 A(x;) ? 
(8) LATE 2: (x; — a) gx) à da, \ A © cs) 2 (x; — a) (a) © 


X°. Veniamo ora ad applicare le formole (5) (6) (7) (8) alla teorica delle fun- 
zioni Abeliane. Sieno : 


P(x) = (x — a,)(x — a,)... (@ — a), 
Q(x) se A(x SE dy) (€ re An+2) as) (x VE d2n41) 3 


indicando per brevità con /,, una quantità che è eguale a — Q(a,,) se mn, od 


bo 
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eguale a + P(a,,) se m>n, denomineremo col Sig. Weierstrass (*) funzione Abe- 


liana la espressione : 





e considerando la medesima come funzione delle variabili u,, u,,...u,, la rappre- 
senteremo con p,,(ty, Uy,...%,), 0 più semplicemente con p,,. Supponiamo anche: 


(9) u. — Se) Aa) è 


ian rei) nn); 





dalla (1) si ha: 








1 Ÿ P(x;) dt; _ 
2 Hi (a, — a.) Ax) du, 
ed integrando : 
foe eat P(x) 
NE —_————— x = u,; 
(10) D) x) (x = a,) A(x) ax u, 


a 
le funzioni p,, po... si potranno quindi ritenere, per quanto ha insegnato Jacobi, 
come funzioni inverse delle trascendenti ultra-ellittiche. Ora pel valore di p,, si ha: 


d logp,, al 1 
dee Or "0 





per cui le (1) (9) condurranno alle : 
dlogp,  Q(a,) n A(x;) don, eda . 
QD Er ia led Pen À Ge 


dé Pa S(x;) (a) * du, P'(a,.) 


Da queste equazioni si deducono le seguenti : 

















di si Az) — = DE d’log Pm _ 9 d log p, d log p,, vw __A(æ) Sc 1 d log p,, 
dur Seile). Uda, du, du, du, ST aldi; 
dx _ A) er d’log Pm _ 5 d log p, d log p,, Ÿ, A(x) 1 dlogp, 
du, 7" G(x,) (x) U,\du, du, du, du, PCT) US 


per le quali la equazione (5) dà : 


d’log p,, dr d log p,, d log p, de d log p,, d log p, » d log p,, d log p,, 


du, du, du, du, du, du, du, du, 


(*) Le ingegnose ricerche del Sig. Weierstrass nella teorica delle funzioni Abeliane sono pubbli- 
cate nei Vol. 47 e 52 del giornale del Sig. Crelle. Le definizioni e denominazioni superiori sono quelle 
adottate da questo Autore nella seconda delle sue memorie, della quale non è finora pubblicata che 
una parte. Giornale di Crelle. Tom. 52. pag. 313. 


Tom. 1. N°, 1. 1858. 4 
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Affatto analogamente si otterranno dalla (6) la: 


d log p,, dlogp, — (* log be) Q(a,) 


(log 
D Pm 
mt no ey he 
du: du, du, du, 


e dalle (7) (8) le: 





(13) 


(a, — a,,) P'(a,) 


(14) d log p, dlogp, diogp, — Q(a,) D 
du,.du, … «dux. du, (a, — a,) P'(a,) p? 


d°log p, (dlogp.\ | 904) d 9(4,) d ( Q(4,) 
i SIA E I ee yor -* ciel eta à 
u du? ( du, ) P'(a,) da, de P’(a,) à da, \AP"(a,) 


all'ultima delle quali si può anche dare la seguente forma : 


Vlog p, os (- log Le) LA Q(a,) d log p, 1 d (75) i 














Pad A da, \ P(a,) 


du? du, 


Se ora osserviamo che essendo : 




















a o(a,) se ee g(x) 
"(a — a,) P'(a,) P(x) 
ST e 1, 2 [eee heen 
O(a.) Pr 
DI y radi 
e P'(a.) x, — a, 
cioè che le x,, &, . . . x, sono le radici della equazione dell’ennesimo grado : 
SAUER NE SE 1 
<"P'(a,) x — a, 4 
è evidente che la espressione : 
d log o(a,) 1 1 1 
— d = ————_— ---__ + PNE abano 
da, a, — XX A, — Xy a, — %, 
sarà una funzione razionale delle p, , ps, .. - p,. Quindi le equazioni (12) (13) (14) 


(15) dimostrano la interessante proprietà, che le derivate seconde delle funzioni Abe- 
liane p, ps... sono esprimibili mediante le funzioni stesse e le loro derivate prime. 
5.° Questa proprietà è già nota pel caso delle funzioni Ellittiche. Supponendo 


n— 1012 (10) da: 
1 f de. ve di He dy 
2 Ja, VR(x) o Aly) 
(lg — Gy ae 


I » Ay = VA —y) V1 — hy), P=——, A= 


a,— a, en lesan 
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ed a <a, <a. Le pi) po, pi sono quindi le funzioni Ellittiche snu, “enw, du. 


Se nella (13) facciamo s = 1, m= 2,3 si hanno le due equazioni : 


d’log.enu  „dlog.enu dlog.snu — (° eeu) de 
du 








= el arm mere Ne 
du” du du 





d’log.enu | 9 dlog.dnu d log.snu ( u LE 


du” du du du 


e siceome dalle (11) si hanno le: 


d log.snu  enu.dnu d log.enu snu.dnu dlog.dnu k°snu enu 


TZ i — 0 m 5 u RI 
du snu du enu du dnu 


le equazioni superiori si ridurranno alle note : 


12 


d’log.cnu ka d°log.dnu 
= — Rone — —, —_— = — du+ — 
du x en'u du dn 





nelle quali 4° = 1 — K°. Da ultimo essendo : 





d log o(a,) 1 
da, (a, — a,)’sn’u 
la.(15) da: 
d’log.snu 
—_— = kn? u— — 
du sn’u 


formola pure conosciuta. 

6.° Oltre la serie delle 2n + 1 funzioni Abeliane p,, ps; ++. Pass , che deno- 
mineremo funzioni Abeliane ad indice unico, e le quali, come si è veduto sopra 
corrispondono alle tre funzioni Ellittiche; il Sig. Weierstrass, nella memoria citata , 
considera una seconda serie di funzioni Abeliane detinite dalla equazione : 


SR A) 
(16) Pm u = Pu,m = Pm Pa di (E; un Bn) (0; == ay) o'(x;) 


essendo m, » due qualsivogliano fra i numeri 1, 2,...2n+1; ma differenti fra 


' 
loro. Queste funzioni, a due indici, non differiscono che di una costante da quelle 
ad un indice pel caso delle funzioni Ellittiche, giacchè si hanno le : 
Ps a AL Pi 


sn a a Di, 3 Piana 
Pi? D Pi a aian Ps on 





pel caso delle trascendenti Ultra-ellittiche di prima specie sono le dieci funzioni già 
considerate dal Rosenhain (*), le quali insieme alle cinque p,, ps, Ps> Py» Ps co- 


(*) Mémoire sur les fonctions de deux variables et a quatre périodes etc. Recueil des Savants étran- 


gers. T. XI. pag. 423. 
* 
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stituiscono il sistema completo delle funzioni che si presentano nello studio di quelle 
trascendenti come le tre snu, cnw, dnu in quelle delle trascendenti Ellittiche. 
Osserviamo che allorquando m o y sieno £n, le funzioni Abeliane a doppio in- 


dice si ponno esprimere in funzione di quelle ad indice unico, e delle loro derivate 














rispetto agli argomenti 4, Us... .. Infatti indicando con r un numero della serie 
1,2,...m, e rammentando essere : ; 
> . Al, 1 d log p,, 
SE A 
i (x; ru Um) (x; ee a.) 9 (;) ion du, 
sì avrà: 
1 dns Pa NL, 
(18) Pmyr FAT Pr P a rawr me 
U, du, Qi(a,) p, du, 
Supponiamo ora che r sia un numero della serie 1, 2, . . . n differente da m e da u; 
le equazioni (16) (18) danno: 
AP, M Q (a,) Prasr Pusr d 4 A(t;) 
Mods Pr Pm 0 pera m pr” Lo an NE e, RI 
du, — Pla) Pme | pa) + Pr Pa du, 2 Ce, — as — à) Fe) 


ossia per l’una o l’altra delle equazioni dalla somma delle quali si è dedotta la (5) 
si ha: 
dp, 73 Q (a,) Prasr Pasr a,— Qn Pmy Un, Im DS 
I - Po) Pr Pm, a. newer ie RT (Pu Pai); Parla ET 
du, Pa, Pm Pu r— On Pm Ar — On PnP 
o riducendo, osservando che pel valore (16) di p,,,, si ha la equazione identica : 
(a, FE Am) Pr Pm u Se (a, wo: y) Pm Pur + (Qn ai a,) Pe Pr = 0 
ottiensi la : 








dpa, _Q(4,) 


i nin 
ed analogamente avremo in causa della (6) : 
pre 1 1 
(20) mr Pur Pn 


du, p. du, Us-<0-0hi 





ma la derivata 


dp, 
du, 
ad indice unico e doppio, dunque la stessa proprietà verificasi per le derivate prime 
delle funzioni Abeliane a due indici. Notiamo che dalle equazioni (17) (19) si de- 
ducono le due singolari relazioni : 


può esprimersi razionalmente per mezzo di funzioni Abeliane 





—— ee -——." -_-— 


—  — ZT "—_—-— 


P(a,) du, P(a,) du, 
la prima delle quali è dovuta al Sig. Weierstrass. 
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7°. Nella seconda delle memorie citate (*) il Sig. Weierstrass ha dimostrato esi- 

stere fra le due serie suddette di funzioni Abeliane quattro specie di relazioni alge- 

briche. Indieando con m, , m,, . . .m,,n qualsivogliano fra i numeri 1,2,...2n+1, 
ma differenti fra loro e con S(x) la espressione : 

(a — Am, )(£ rr Am, ) en e dm) 3 


queste relazioni sono le seguenti : 


My l PÎ 
= p —=1+ oc td di 
S(a,) Pe In (a, — Gp) S(a,) 











CAO RER 
Ap? =e) yi Pub 
21) TS) mam S (Um) 
(2 
I, 2 R’(a,) mn IR pori 
S(a,) Po <a L(G, it at,) S(a,) À pm (a, er An) S'(a,,) 
I, Un In Pm Pm 


S(a,) Py Prw = En (a, a er a,, )S'(a,,) 


nelle quali le x, v sono due numeri differenti da m, , m,,...m,. Si trovano fa- 
cilmente due altre specie di ‘relazioni indipendenti dalle superiori, le quali completano 
il sistema delle relazioni quadratiche che sussistono fra le due prime serie di funzioni 
Abeliane. Esse sono : 


mn, 


is Pr,» Pm, 2 a 
Bin S(a,,) = — Ap, Pp, 


(22) 


m 


. I, Pm » Pm 
ı 3 sf À 
rh fe ‘3 D}, fi 
an (a, —a,) S(a) Sa) Pe” Pe 


Per queste ultime si ottengono dalla (19) le due seguenti : 


Si ioe n 1 dp,,, 


8°. Si indichino con q,, , qm,, due serie di funzioni Abeliane della specie delle 
superiori, gli argomenti delle quali sieno v,, v,:,... v,; e CON ty, L„,, altre due 
serie di cui gli argomenti sieno i binomj : 


U Lv = Wy Uy Vg = WU FU = Wp 





(*) Giornale del Sig. Crelle. Vol. 52. pag. 319. 
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Sieno F(a) , f(x) due polinomj dei gradi n, n — 1 
Eis) = 2" 4 oa" ee, 


Fe) = bit + be ee r ee 
e pongasi : 


(24) F°(x) P(x) — f(x) Q(x) = 9(2) $(x) 7(2) 


essendo come sopra : 


si avra pel teorema di Abel : 


a - “=  P(a) 
| x — à) A(x me: ET gent. | eae 122 


per cui facendo analogamente alla ( 














Ay 
1 El) 
+. | (x — a,) A(x) a 
sì avrà : a; 
r . dz, P(x) | 
x à: J (Ga) Agen 
a, 


Ora dalla (24) si ha: 





OSSIA : 


— F(x,)= A(x,) Sl 


quindi dividendo un membro e l’altro per (x, — a,,) 9/(£,), si otterrà per la (17): 


fa) 1 d log p, 


F(a,,) 


saio - o(a,,) = fe (a). du 





ma: 


o(a,) = La mE 
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per la (24): 
f\a,) 
tn = r4r t, ? 
Qu sae 


dunque : 





I 
— La DÌ + a = = L, Pr, Ile OP» 


Sr li} 
Affatto analogamente si otterrà : | 
ul) 
2 r » 
ae: lm Im = F(a,,) = lm Am yf i ? 
1 Ir dv, 
quindi sottraendo si giungerà alla : 
+ Han Li Pr. dq? dp; 
(25) p° — 7. === D. >> 7 p} In ay qî pa : 
ig UP dv, U, 
Dunque le funzioni Abeliane 4, &,... Z, si ponno esprimere razionalmente in fun- 
zione delle p, ; Poy - - - 3913 92 - - . € delle loro derivate prime. Si può dare a quest’ul- 
tima equazione due altre forme distinguendo i due casi di m £n e di m> n; e si 
avrà : 


Q(a,,) 2 9 | Le Q (a,.) dq, dp, 
D ap < ER 2 = ted 
(26) per mS n Pa) pae) ar (a,) I. (>. —— — € 

















dv,, du,, 
_ = 2 £ Q(a) , 
(27) perm>n Dt > tr (Pr Im Imi Ir Pm Pm,r) > 
P(a,) 7 
come facilmente deducesi da relazioni anteriori. 
Dalla equazione (24) si ha inoltre 
ni F(a,..) 


tr (x, — a,.,) Q'(a..,) 

) (x), e sommando ottiensi per la (16): 
mbt’ Fa, F(a,4,) 1 

AUOT 





Pminsr 3 


ma per la stessa (24) : 


e supponendo m £ n : 








Ff (Gm) oe by Im 
unsere ’ 
(An) Pm 
quindi sostituendo si avrà: 
gt Pda.) 
Im m >; O(G,..) nr Qn+r Pmindr 


ed analogamente : 


mei Pla 


a P (Gren) 
Om bi, == r y Lar Pntr Qmintr z 
4 Va, (Qn +) 
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Da queste equazioni si deduce la seguente : 
n+1 Erase) 





(28) 2 Qu.) bier (Pm Qn+r Pmintr Re Am Pa+r Quinar) = 0 
ed anche È la (26) la: 
ni (a dp,, i Un Q (a ) 2 p 
29 P (ante) , m Ss 2 00 
( ) Ir (a, .,) Cntr >: P'( (a) (an Pt ggg, —Pn+r Pony ite) — P'(a,) (p; q; ) 
per le quali la proprietà delle t, , & , . . .,t, osservata superiormente, vedesi aver 
luogo anche per le t,415 4125 - - - cam 


Pel caso di n—1 la (26) da: (§.° 


| 
th =u( a BETA 


ossia : 
sn°u — sn’v 
sn(u + v) = —__——___—_—__—_—— y. 
snu env dnv — snv enu dnu 
Dalla (28) si ha: 
t:(92 Pa Ps — Pa a 2) — te(Qs Pa Pa — Ps Qi Y2) =0 
e dalla (29) : 
lo Pa qo(Pi — 43) —%s Ps Gps —q3) (pi — qi) 
od essendo per la prima delle (21) : 
pi=1— pì, piî=1— k'pî sarà : ts Pi — K ts Pog, Ke 
e quindi : 
— We Pi Ps Pegi ds i, = 22 Pi Ps Poh 9: 
Pi 929: — Qi Po Pi Pass — 4 Po Ps 


formole note. 
E evidente che indicando con # le funzioni Abeliane ad un indice, di cui gli ar- 




















gomenti SONO U,—%,, Un—%2, 2. +5 Era , Si avrà analogamente alla (26) : 
Q(a,) Mp n ; ane dp, 
3 = t 
RU Pia) P= -%5 Er va Iron, 
ed in conseguenza le due: 
0a) dg. dp, Ola), 1 
r - ar L, A == 2 7 i ae à 
D P'(a,) Pr dv, +64 "Pasto ) P(a,,) (p qn) 





(31) 
= (Oye eile } dg, : N) 
Sig, — (6, +t.) — p, (1, —t,)} = 0 
2 P'(a,) 1 du ani dv, )} 
e così per le altre (27) (28) ec. Quindi anche le funzioni Abeliane a doppio indice 
t,,,, Saranno esprimibili razionalmente per le p, q. 








Pavia. Novembre 1857, (Continua). 
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SOPRA UNA COSTRUZIONE DEL TEOREMA DI ABEL. 
NOTA 
DEL PROF. ANGELO GENOCCHI 





I. Si ponga 





(1) t=atat+ ...+a,t", a=b+bt +... bl, m=ctel+ .. + cl", 
e si consideri la curva, la cui equazione risulta dall’eliminare ¢ fra le due 


13 To 
(2) a=-i, y= 2 


T T 
& 





Le intersecazioni reali o ideali di questa curva con una retta 


(3) À + Br + Cy = 0 
saranno date dall’equazione 

(4) At + Br, + Cr.—0, 
ossia 

Aa + Bb + Cc + (Aa, + Bb, + Cc,)t + (Aa, + Bb, + Ce) 
+... + (Aa, + Bb, + Cc,)t"=0 

che ha n radici; onde la indicata curva sarà dell’ordine n. Siano pp, Pas: | (3 p, 
le radici dell'equazione (4), e 8, , $23 8:, ... 3 5, le somme di tali radici, dei loro 
prodotti a due a due, a tre a tre, . . . infine il prodotto di tutte: avremo 


A(a,_4 a s,4,) ch B(b,_, zz s,b,) ae Cie; = $,C,)=0 ? 
A(a, ce $S34,) sla B(b,_ Er 80) ar C(c,_» wr 83C,)=0 ’ 
(5) A(a, cia $34,) St B(b,_; ZUR S:b,) + Go = $3C,)=0 ? 


A(a = s,a,) + B(b Æ:s,b,) + Cle = s,¢,) =0, 

Nel caso di n—2, queste equazioni si riducono alle prime due e valgono a de- 
terminare i rapporti tra A, B, C; se n è > 2, dopo aver determinati gli stessi rap- 
porti, resteranno altre equazioni di condizione fra i coefficienti a,b, c,a,, b,, ©, , … 
ele radici pi, Pa, «pr 

Ciò posto, se la retta (3) prende un’altra posizione prossima alla prima, e siano 
x y' le coordinate del punto di concorso delle due posizioni, si avrà 

A+ Bz + Cy’=0 , ddA + x'dB + ydC—0, 
Tom. 1. N°. 1. 1858. 5 
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onde : 
AdC — CdA ,  AdB— BdA 

O) = bac Cub ae ac 
Continuando a moversi quella retta descrivera una certa linea a cui le successive sue 
posizioni saranno tangenti, e i valori di x' e y' apparterranno ad uno dei punti di 
contatto, mentre le coordinate (2) appartengono ad uno dei punti d’intersecazione della 
tangente con la curva proposta; quindi chiamando T la lunghezza della tangente com- 
presa tra questi due punti (2) e (6), dovrà essere 


0 ( 197) AdC— cu) ( Ta AdB— GE) 
I == + Su fi ’ 





7 BdC—CdB z  BdC—CaB 
ovvero, a causa della (4) 
(7) T’r’(BdC — CaB)’=(B’ + C?)(rdA + 7,dB + 7,dC)”. 
II. Se si pone 
Az + Br, + Cr, = g(t) , Git) — aie i 
differenziando l'equazione (4) si ottiene 
dA + 7,dB + r,dC = — Ad: — Bd, — Cd, = — g(1)de, 
e quindi sostituendo nella (7) si trova 
; dt BdC—CdB 1 
(8) Ted rer n 
7 VB 0? 7900) 
Ora 


p(t)—=(Aa, su BD, + Ce,)(t—p,)(t—Pp:) > IP.) 3 


e se si rappresenta con y(t) una funzione intera di £ del grado n—1, e con k il 


coefficiente di ¢’~* in questa funzione, si avrà per un teorema noto 





> x(t) _ È 
o'(£) Aa, ch Bo, Sn Ce, ; 


i 


stendendo la somma » a tutti i valori t=p,, Pa, ...p,: dunque attribuendo que- 
sto significato al segno Ss; avremo pure 


x (t)dt k BdC— CdB 


9 AVC co one RE 
(9) eT Aa BE ep! 


dove si potranno mettere in luogo di A, B, C i valori loro proporzionali espressi 
pers; ed 82. 


Supposto 4=0 , cosicchè y(t) sia una funzione del grado n—2 soltanto , si ha 
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una formola di Jacobi che sembra averla trovata per una via assai più lunga e che 
sopra di essa ha fondata una costruzione del teorema di Abel (V. Jacobi, Opuse. 


mathem. Vol. I, pag. 361). 
Si avrà una equazione simile immaginando un’altra tangente alla seconda curva, 


e se ne dedurrà 


I y(t)dt — 1 BdC — CaB 
us > ij ae kf Aa, + Bb, + Ce, VBLC 


integrando fra due limiti che si supporranno corrispondere alle intersecazioni della 
prima curva con le due tangenti della seconda. Nel caso di a,—0, si potrà eseguire 
l'integrazione indicata nel secondo membro che diverrà 


2 | dz B ER sti 











o E POEL TL ng TE fatto — =V, —— = %. 
2b. + c,(1--2°) ? y î v 


II. Sia n=2, e dato il polinomio 
b(t)=ot' + fi + gl + ot +, 
cerchiamo quale debba essere la seconda curva affinchè le radici p,, p, soddisfac- 
ciano all’equazione differenziale 
dp, dps 
(11) ee 
VUp) Via) 


Le equazioni (2) sciolte rispetto a # e # daranno valori della forma 








3 G H 
licia 
K K 
dove G, H, K indicano tre funzioni lineali di x e y, e se ne dedurrà 
(12) GK — H— 0 


che dovrà convenire coll’equazione della prima curva. Inoltre l’equazione 
tt-st + s,—0 diverrà G + Hs, + Ks,—0 


che rappresenterà la retta tirata pei punti corrispondenti alle due radici t=p, , t=p, , 
e quindi la corda della prima curva tangente alla seconda, sicchè dovrà convenire 
con la (3). La tangente consecutiva avrà per equazione 


Hds, + Kds,=0,  ossia (H + Kp,)dp, + (H + Kp,)dp,=0 





perchè 
s=pı + Pas S=P Po; 


e a motivo della (11) questa diverrà 


(H + Kp,)Vy(p.) + (H + Kp)VY(p.)=0. 
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Ma dall’integrale noto della (11) si ha 
Vy(pi) rà Vy(p:) > (pi —p:)Vo + fs, + as? ’ 
ove © è una costante arbitraria: cavando da queste due equazioni le espressioni di 
UP —Ÿ(De) » PP) PP) » 
poscia rimettendo 1 valori di 4(p,) e Y(p.), e riducendo si otterrà 
2H 
K 





d + (y 





w)s, — (2x5, + B)s= (0 + 6s, + asî) , 


as) —(y—w)8. + € = = (o + fs, + ast), 
ossia, a causa di G + Hs, + K,—0, 
s[2Ge — HB + K(y — ©)] = — GB + 2Ho — Ke, 
s,[2Ga — HB + K(y — o)| = G(y — ©) — Hd + 2Ke, 
e infine da queste ultime tre si avrà l'equazione della seconda curva 
(13) (rer He + Ke — GHß + GK(o — 7) + HKo. 


Così le due sezioni coniche (12) e (13) potranno servire ad una costruzione della 
proprietà espressa dall’equazione (11), cioè dell’addizione delle funzioni ellittiche. 

In essa è compresa quella che il valente geometra Signor Trudi espose nel 1853 
(Rendiconti dell’ Accad. di Napoli, aprile 1853, pag. 66), e che si ottiene prendendo 





T= OP | tre TE 
e perciò 
G == 2r mes AH EN, 
L’equazione (12) riduce la (13) alla seguente 

(14) xa + K’: = GH6 — GK; + HKö, 
che più non contiene |’ arbitraria ©: dunque le infinite curve di secondo grado che 
pei diversi valori di w sono rappresentate dall’equazione (13), passano tutte per quattro 
punti determinati dalle due equazioni (12) e (14), e hanno comuni con la prima 
curva (12) le medesime seganti reali o ideali. Questo teorema fu avvertito dal Signor, 
Trudi nel caso speciale da lui considerato. 


Di più, avendosi per tutti à punti della prima curva € = x’ t= ——, e 
«quindi 
G—Kt, GH= —K*#, GK=Kr, HK = — KA, 


pei medesimi punti l’equazione (14) si trasformerà in 


ath + ¢= — fly — dt , ossia dd) = 0 : 
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dunque i quattro valori di £ corrispondenti ai punti comuni sono dati dall’equazione 
di quarto grado 4(t)=0 che si forma uguagliando a zero il polinomio sottoposto al 
radicale nel dato integrale ellittico : altra proprietà la quale ignoro se sia stata notata 
dal Signor Trudi. 

Se invece di cercare la curva (13), si suppone che sia data, conducendole una 
tangente si potrà calcolare la sua parte T compresa tra il punto di contatto e la 
curva (12), e sostituendo questo valore nell’ equazione (9) dove si fara y(t) = 1, 
k—0, si giungerà all’ equazione (11). Così nel teorema generale espresso dall’ equa- 
zione (9) è compresa anche la costruzione che si effettua per mezzo delle curve 
(#2) e (13). | 

IV. Tale appunto è la via tenuta da Jacobi nel caso generale. Mettendoci sulle 
sue tracce prenderemo per seconda curva il circolo 


(15) ue ta). 
la distanza del suo centro dal punto (2) sarà 


v@)+@)- er. 
T 5 


(16) LT VE + A 
Inoltre er f(t) una data funzione intera del grado 2m, e supporremo che 


V(t); her rappresentino tre altre quali si vogliano funzioni intere di £ ordinatamente 
de’ gradi m—1, n—m, nz poscia determineremo 7, e 7, in modo che abbiasi 


(17) —U° f(t) —r 772, 


onde 





porremo 

X (4) =UY (+). 
Facendo queste sostituzioni ‚nella (10), e intendendo che i limiti degl’integrali corri- 
spondano alle intersecazioni della prima curva con le due tangenti del circolo (15) 
parallele all’asse delle x, ‘otterremo 


t)dt 1 BdC — CdB 
(18) DE PVO ak + Bb, + Cc, (BEC 


ove i limiti degli n a del primo membro saranno i valori di £ che rendono 
nulli i membri dell’equazione (17), poichè pei punti di contatto delle indicate tan- 
genti si avrà y= +1, e quindi 3 =”. 





Di più le coordinate del punto di contatto di en tangente del circolo 
(15) si possono rappresentare con x=co0s.0, y= 
avrà per equazione 





sen.9, onde la medesima tangente 


x 005.9 + ysen9= 1, 
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che paragonata con la (3) darà 
A—1, B——cos.6, C——sen.0. 
Quindi la formola (4) diverrà 
(19) t=7,005.0 + 7,sen.9; 
e corrispondendo 0= = ix ai limiti y== + 1, la (18) diverrà 
in 


Y(r)dt do 
9 LI dine een vb mnt saute iS 
(20) >, Eur a„—b,c0s.— c,sen.d 


—in 





t,t,...t7': pei primi n—4 valori di Y(t) si avrà k=0, per l’ultimo si avrà 
k—1; inoltre dalla (17) si avrà 
(21) POH tt 


Dal che si conchiude, che se 7, 7,, 7, f(t) sono funzioni di £ espresse dalle for- 
mole (1) e (21), il sistema d’equazioni differenziali iperellittiche rappresentato dall’e- 
quazione 





(22) Au 212 pp: PET EL PE ect PIP Pe 
Vf) VIA Vf.) 
in cui si deve fare successivamente 2—0, 1, 2, ...n—2, s’ integrerà in modo com- 


pleto esprimendo che p, ; Pa ,.. . p, sono le radici dell’equazione (19) dove 6 denota un 
angolo variabile, e che si suppone sciolta rispetto a 2. Questo teorema è di Jacobi ( loc. 
cit. pag. 389-390). 

Si avrà poi nel medesimo caso anche l'equazione 


n —1 


(23) ed sth DU dg 


a, —b,cos.9—c,sen.8 ’ 


Vip) Vfl) Ve) 


il cui secondo membro s’integrerä facilmente ponendo 


dz 1—* 
sen.d = —— , cost = —: 
1-+2 1+2 
Fra le variabili p,, po, - - + p, risulteranno le n equazioni (5), in cui 


A=1, B—— cos.6, C=-— send, 
ed eliminato l’angolo 6, ne resteranno n—1 che saranno gl’ integrali domandati. Ora 
le prime due somministrano 


Q R 
così = —, sen.9= — , 


P P 


se con P, Q, R denotiamo tre funzioni lineali di s, e s,; talchè si avrà identica» 
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mente 


s,(a,P—b,Q—c,R)=—a,_,P + b,_,Q + ¢,R, 
ed essendo il secondo membro una funzione lineale, sarà tale anche il primo, e così 
a P—b,Q—c,R si ridurrà ad una quantità indipendente da s, € ss. Se ne trarrà poi 
generalmente 
_  aP —b0—-cR 

Pavel a pei 0 al 

e quindi s,_; sarà funzione lineale di s, e sy: avendosi di più P°—Q° + R? equa- 
zione di secondo grado tra s, e s, ne segue un altro teorema di Jacobi, cioè che 
glintegrali del sistema (22) sono dati da un’equazione di secondo grado tra s, e 8, , 


e da n—2 altre equazioni che esprimono in funzioni lineali di s, e s, le altre quan- 
He CR 


s 


3: 

VI. Per determinare +, 7,, 7, in modo che sia soddisfatta I’ equazione (17) si 
può seguire una via indicata da Jacobi. Con la formola d’interpolazione di Lagrange 
si determinerà una funzione intera 7, del grado n, che per n+1 valori di £ presi 
ad arbitrio, t=, &,, &,...o,, assuma gli stessi valori della funzione irrazionale 
Uy fit) : allora annullandosi z?—U? f(t) per questi n +1 valori di £ sarà divisibile 
pel prodotto (t—a)(t—z,) ...(t—,), e chiamato © il quoziente, A una costante, si 
potrà prendere 

(24) t+ 1,=h(t —a)(¢—a.) ... (t—a,) , t—t= n (t—a)O, 

il che soddisfara alla (17), e darà le espressioni di + e 7». 

S’introducono così n+2 costanti h, 2, a,, &,...a,: ma eliminando 9 fra le 
equazioni (5) si ottiene un'equazione di secondo grado tra s, e s, che non porta più 
di 5 costanti, e restano n—2 equazioni lineali che non ne portano più di 3 per cia- 
scuna, onde si hanno 5 + 3(n—2)—3n—1 costanti, da cui sottratte le 2n costanti 
che entrano nel polinomio U? f(t) del grado 2n, rimangono n—1 costanti arbitrarie, 
quante appunto ne debbono contenere gl’integrali completi del sistema (22). 

Se f(t) è di un grado 2m < 2n, i coefficienti arbitrari di U entreranno nelle 
equazioni (5), e preso l’un d’essi =1, il numero dei rimanenti sarà n — m, sicchè 
eliminati questi ed eliminato 9, resteranno soltanto m—1 equazioni con n—1— (n— m) 
ossia m—1 costanti arbitrarie. S’integreranno così le m —1 equazioni rappresentate 
dalla (22), in cui 2 prenderà i valori 0, 1, 2,...m—2, risguardandole come con- 
tenenli m variabili, talchè le rimanenti n— m variabili s’ intendono essere determi- 
nate da altre condizioni date. 





ars ? 7 2 
Fatto 0= dato l'equazione (19) darà 7+7=0, onde per la (24) le n radici 


saranno p,=,, Pod»... P.=%,, e così dalla (22) si dedurrà integrando 
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LE Pe Tae 
pipi Pps Aglio aa Pnp dp gt 
VA) VIP) Vip) 

en Ao An 





(25) 


sistema d’equazioni trascendenti equivalente al sistema d’integrali algebrici. 

Nel caso di n=2 si trarrà dall’equazione (23) la formola di addizione per le 
funzioni ellittiche di seconda specie. 

VII. Riprese le funzioni 9 e x dell'art. II, e stendendo il segno Y a tutti i va- 
loriè—1, 2,...n, abbiamo per un noto teorema 











A SPAL 
9(¢) (pi) EP: 
da cui per la formola (8), facendo <T=(t), ricaviamo 
i): dp BdC — CdB y(t 
(26) Su RON SAT O II 
(pi) t— pi VB°'+C° (0 
e quindi 
u x(p:) dp; | 1 BdC — CdB 
2 ST = — t “emme on Se 
a) x feel t— p; x(0) At+B7,+C7 VB°+C? 
Considerando un circolo (15) come dianzi e ponendo y(1)=UY(t), se ne dedurra 
V(pi)dp, dg 
ae) Des “i ft t,sen.0 ? 


formola dell’addizione per le funzioni ellittiche di terza specie. 

Svolgendo i due membri per le potenze discendenti di ¢, e paragonando i termini 
che conterranno le medesime potenze di questa indeterminata, si otterranno le formole 
di addizione per le funzioni iperellittiche di seconda specie. 


14 


a Q = ® = 
Se si fa sen.d = 1a? si avrà 
Pr 


dé 4 2dz 
T—T,COS.9—T SEN) (C+ 7) — rs + u" 


ed eseguendo questa integrazione si potrà per mezzo dell’equazione (17) ridurre l'in- 


Lia log. (m ar) 
UV fo raz +Uy fl) 


Queste formole comprendono quelle che Jacobi espone nel citato Vol. I pag. 281-286 
e che si riferiscono al caso particolare di 


n—2m 1, ttt ++ 0) 





tegrale alla forma 





() La presente Nota fu composta nel 1854, e un cenno del suo contenuto fu pubblicato nel gior» 
nale ebdomadario torinese Rivista delle Università e de’ Collegi, 2 novembre 1854, pag. 346-347. 
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‘SULLO SVILUPPO DELLE FUNZIONI JACOBIANE SECONDO LE POTENZE 
ASCENDENTI DELL’ ARGOMENTO. 





WEIERSTRASS. Theorie der Abel’ schen Functionen. Giornale di Crelle, Tom. 52. pag. 356. 
JACOBI. Darstellung der elliptischen etc. idem Tom. 54. pag. 82. 


Indicando, come d’ordinario, con snu, enu, dnu le tre funzioni ellittiche, con k 
il modulo per le medesime, con /’ il suo complemento, si ha, come è noto, la for- 
mola (*) : 
u 
snu.enu 
ala =k | onu du — k ———. 
dk o 


dnu 


Per essa ottiensi facilmente : 


> d u d : 
k° pai ta k pia enu.du + 2k sn°u.cn°u 
dk du Jo 


| du | du sn’u = o(u) 
0 0 


quindi ponendo : 





sı ha: 
ee (u) = du | du sn°u.cn uk [| du [auf du aif en’u.du | 
OSSIA : | 
ge dol) =H] [auf au du(2sn’u.cn’u—en*u) +3([ en” du) | | 
Ma 


3 au f du du(2sn’u.cn’u — en'u) = (3 u 22) sn’u 


(*) Gudermann. Theorie der Modular-Functionen. Giornale di Crelle. Tom. 18. pag. 350. 


Tom. 1. N°. 1. 1858. 6 
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dunque : 


2kk" ce = — Ak°g(u) — su + K(f er tu) 
0 


od essendo enu=1—sn’u, si avrà : 


d'e(u) af do(u)\° SIMS) 2 à ocre du) 
(1) mer e( ni +2k°u da + Ak’o(u) — u° + 2kk ara 0. 


Jacobi alla pag. 145 dei Fundamenta Nova definisce O(«) per mezzo dell equazione: 





2 x) s 
r tu (1 ——)—ko(u) 
ore V— eì ( K ? 


T 


essendo K, E le funzioni complete di prima e seconda specie. 


Ora ponendo : 
D(u) = er 
si ha: | 
log.D{u) = — hou) 


e Vequazione (1) darà : 


log. 0.0 \2 À , d log ® 
d’log + (SE) + ar d log Doha 4 Ok d log Er, 








du? du du dk 
oppure : 
Pd È 10 
(2) TE + Put + Rud + Okk" <7 Zn). 


Ora supponendo la funzione ®(u) sviluppabile secondo le potenze ascendenti dell’ar- 
gomento, si avrà evidentemente : 


Du) = 1'4- Ayw? + Aou + Au + Au? + 


e dalla equazione (2) si otterranno le : 


Aj=0 ; 3.4.A, + k?—0 5 5.6. A, SE D: Ak? Ay ok k? = =0 
2r(2r—1)A, + Ar—1)RA,_, + RA, + kk? = 0. 


k 


col mezzo delle quali si hanno i valori dei coefficienti A,, A,.... 
Questi coefficienti coincidono con quelli che Jacobi indica con r; nella memoria 
citata, e la funzione ®(u) non è che la Al(u) del Sig. Weierstrass. 


Pavia. Dicembre 1857. 
F. Brioscui 
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INTORNO AD UN TEOREMA 
DEL SIGNOR BORCHARDT 
Monatsbericht der Akademie zu Berlin. Juni. 1857. 





Sieno a, Las + + + &, le radici dell’equazione : 
fla) = a" + ag" HAL +... +a, = 0. 


Indieando con A, P i determinanti : 


n—2 


x" in MR 4 n x 
Die Lil 
Het ss. Lie 
Ey pes Is 1 dA 
Log ia aia Hed | A 2 | SATA 
da 
Di ARA ey | Pr a SIE, E | 
st ha come è noto : 
fia) = 3 
I) = —— 
P 


Si moltiplichino i termini della funzione del secondo membro pel determinante : 


SHE G1, 0,5 +... 0,;,) 


ponendolo, nell’eseguire la moltiplicazione col numeratore, sotta la forma : 
122000 


O ys Gey.» Ana 
0 a. Ae,» A,,,2 
0 a, n A, n a, sn 
Suppongasi : 
2(r—4) 2(r—2) 2(r—3) 
x x; x; 41 
dure da Aaa ee eb An Ver: mer 
J'(x.) F,) S(£5) f(£,) 
essendo A,, A... .. coefficienti indeterminati; e : 
(1) lors = Ur ut Q,,2 a tt Ayn I 
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si avranno evidentemente le, = 1, t, == 0, 237-0, per cur: 


fa) = À 


essendo : 
SRE “Ode REC eae 
ea SQ TOUR 


dy 
Ver t, Lo L, ... 00 > Oa aaa: 





lon1 long bon, ne Ln Ina 
Ora per l’equazione (1) saranno le ¢,, t, . . . legate fra loro dalie : 
t+a,=0 
kai 4-0; fp —0 
tons + Ulm a +. + Oty = 0, 
ed inoltre ponendo : 


S = xi ri 
r DI, f(x) 


tom = Sam + Ai Sommo + Az Soma + + An, 
o Dee A, Soma + As Sams + << + AnD 
Si indichi con s, la somma delle potenze r°° delle radici x,, æ, . . . , 4, ; Si 
hanno, come è noto, le relazioni : 
1S, = SS, + 859,9 + +e Sh So 
per le quali, supponendo che le A,, As... soddisfino le equazioni : 
s, + 2A, = 0 
ss + A,-s, + 4A, = 0 
Se + A, & + À: 8 + 6A, = 0 


si avranno le: 





si otterranno le seguenti : 


2Mom ca ss lama cur Ss lom_3 san re Pr Sami L, 


(2m ar lern = Sy lam DE S3 lame zum “art Som—1 lo TE Sami = 
Abbiamo così il seguente teorema dovuto al Sig. Borchardt : 
Se le radici x, , %,..., 4, della equazione f(x) =0 sono disuguali fra loro, 
i coefficienti a,, @&,..., a, della medesima, e quindi tutte le funzioni simmetriche 


di quelle radici, sono esprimibili per funzioni razionali delle n quantità s, , 8; , ... 
Pavia. Dicembre 1857. 


, Spots 


F. BrioscHI. 
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THEORIE UND ANWENDUNG DER DETERMINANTEN. Mit Beziehung auf die Original- 
quellen dargestellt von D. Rıcnarp Bazrzer, Oberlehrer am städtischen Gym- 
nasium zu Dresden. Lerpzic, Verlag von S. Hirzel 1857. 





I limiti che mi prefiggo in questa breve notizia non permettendomi di indicare 
dettagliatamente le parti, che la lettura del libro mi ha fatto riconoscere siccome fe- 
licemente trattate e quelle che lo furono meno, stimo attenermi al più utile partito, 
esponendo unicamente l'indice delle materie, quale trovasi nel libro, ed i principali 
fra i desideri, che la lettura di esso mi ha lasciato. 

INDICE. — Teoria per DETERMINANTI. — °. 1°. Distinzione delle permutazioni 
di elementi dati in due classi. $°. 2°. Determinanti di un sistema di n° elementi. $°. 3°. 
Ordinamento dei termini di un determinante secondo gli elementi di una linéa o di 
una colonna. $°. 4°. Decomposizione di un determinante in una somma di prodotti 
di determinanti parziali. §°. 5°. Ordinamento di un determinante secondo prodotti di 
elementi di una linea e di una colonna. $°. 6°. Prodotti di determinanti. $°. 7°. De- 
terminanti di sistemi aggiunti. §°. 8°. Determinante di un sistema di elementi, fra i 
quali i corrispondenti (a; ed &;,;) sono uguali ma di segno contrario. — Applicazioni 
dei determinanti. — $°. 9°. Risoluzione di un sistema di equazioni lineari. $°. 10°. Teo- 
rema risguardante le equazioni alle derivate lineari. $°. 11° Risultante di due equa- 
zioni algebriche. $°. 12°. Prodotto di tutte le differenze fra quantità date. $°. 13°. De- 
terminanti funzionali. $°. 14°. Teoremi intorno alle funzioni omogenee. 6°. 15°. So- 
stituzioni lineari, specialmente ortogonali. $°. 16°. Area del triangolo e volume del 
tetraedro. $°. 17°. Prodotti di aree di triangoli e di volumi di tetraedri. §°. 18°. Rela- 
zioni poligonometriche e poliedrometriche. 

Intorno ai determinanti parziali o minori meno parco poteva essere il discorso , 
intorno ai determinanti gobbi forse meglio ordinato. Cosi, per esempio , l’autore non 
espone ma si limita a mentovare la generale decomposizione del prodotto di due de- 
terminanti, dovuta al sig. Sylvester (‘), di cui è caso particolare la formola : 


Ans B, ch In, B, cd SRE sta an on B, FE 0 


della pagina 14, la quale sotto più comodo aspetto potevasi presentare ; così che 
emergesse anche più evidente la necessaria coesistenza dell’ altra formola , in cui il 
numero dei prodotti sostituenti la somma eguale a zero non supera ma eguaglia il 
numero che segna l'ordine dei determinanti fra loro moltiplicati (°). Utile sarebbe 


x 





(1) Philosophical Magazine, 1851. 
(2) Brioschi, Determinanti, pag. 32. 
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tornalo al principianti incontrare la bella proprietà espressa dal primo teorema sul 
prodotto dei determinanti, per p>n , anche sotto forma di relazione fra una som- 
ma di prodotti di determinanti parziali di due determinanti dati ed un determinante 
parziale del determinante prodotto dei due dati. Certe relazioni generali risguardanti i 
determinanti di sistemi aggiunti ovvero determinanti ad elementi reciproci meritavano 
di essere ricordate ('). Le applicazioni, sebbene non siano poche, e, in un libro 
che mira ad essere elementare , a ragione non si faccia parola delle meno facili o 
risguardanti argomenti non molto famigliari, tuttavia più numerose ma principalmente 
più variate ancora potevano essere e maggiormente alle a dimostrare la vera utilità 
e la generale applicabilità dei determinanti; le applicazioni alla meccanica furono , 
per esempio, a torto quasi obliate. Così, nel paragrafo che tratta delle equazioni 
alle derivate lineari, interessante non poteva che riuscire il modo più generale di 
determinare le funzioni b,; nel caso contemplato dal Malmsten (°); perchè special- 
mente diretto ad agevolare talvolta la integrazione. Come pure un cenno era bene 
fosse fatto di ciò che il sig. Brioschi espose nella Memoria « Sur I’ analogie entre 
une classe de déterminants de ordre pair et les déterminants binaires (*); » del che, 
volendo, desumesi la utilità da ciò che già prima occorreva di dire al sig. Hermite 
sull’ analogia fra certi determinanti del 4°. ordine ed i binari, ne’ suoi stupendi la- 
yori sulla trasformazione delle funzioni Abeliane (*). Convenientissimo finalmente per 
la natura degli argomenti e del libro era che non si passasse sotto silenzio ciò che 
spetta alla decomposizione delle frazioni razionali (°), non dimenticando l’elegante teo- 
rema di Jacobi (°), tanto più prezioso in quanto che a relazioni di simil specie poco 
finora rivolsero i Geometri l’attenzione ; e ciò che intorno alla questione , della quale 
è caso particolare il teorema di Sturm, scrissero gli abilissimi Geometri Sylvester (’), 
Hermite (*), Brioschi (*). Circa i metodi generali di trattazione non posso tacere come 
siasi tratto troppo poco profitto della rappresentazione di un determinante per linee e 





(1) Brioschi, Determinanti, pag. 38. 

(2) Brioschi -- Sur une propriete d’un déterminant functionnel -- The Quarterly Journal of pure and 
applied Mathematics. March , 1856. 

(3) Crelle’s Journal, 52 Band. 

(4) Comptes rendus des seances de l’Académie des sciences. Février 1855. 

(5) Brioschi. Crelle’s Journal, 50 Band. 

(6) Theoremata nova algebraica ete. Crelle’s Journal, 14 Baud. 

(7) Philosophical Transactions. 1853. Parte III°. 

(8) Comptes rendus des séances de l’Académie des sciences. 1852, 1853. 
(9) Nouvelles Annales de Mathématiques , tome XV. 


um 
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la cui importanza può essere giustamente apprezzata nell’ abbondante uso fattone in 
principal modo dai Geometri inglesi e nel libro del Sig. Brioschi ; importanza spe- 
cialmente dovuta a ciò, che, essendo per essa resi espliciti e disposti con ordine op- 
portuno tutti gli elementi di un determinante , si può , ove trattisi di determinanti 
formati con elementi di particolari forme o valori, approfittare spessissimo di siffatte 
circostanze singolari col sostituire a metodi generali altri più spediti. La incontrasta- 
bile utilità di tali metodi particolari od artifizj, che talvolta permettono eziandio di ot- 
tenere risultati ai quali non condurrebbero vie generali, e che spontanei sempre nel- 
l'occasione si presentano all’ occhio dell’ addestrato nell’ uso di essi, richiede pertanto 
che ai medesimi, in un trattato dei determinanti, si abbia un proporzionato riguardo. 

Credo di dover por termine alle poche cose dette sul libro, di cui stimai far cosa 
utile accennare la publicazione, rammentando , affinchè non sfavorevole impressione 
ne emerga, che del medesimo non ho toccate se non le parti mancanti o suscetti- 
bili di miglior trattazione e tributando un meritato encomio all accuratezza nel lin- 
guaggio e nelle dimostrazioni , al conveniente sviluppo di queste e delle deduzioni in 
generale ed alla proficua ricchezza delle citazioni. 

Pavia , Dicembre 1857. 


Dorr. FrLice Casorati. 
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NUOVA TEORIA DEGLI STROMENTI OTTICI 
MEMORIA 
DI OTTAVIANO FABRIZIO MOSSOTTI 


inserita negli ANNALI delia R. Universita di Pisa e nel Nuovo CIMENTO 
Tomo 6. agosto al novembre 1857. 


OSSERVAZIONI DEL PROF. FRANCESCO CATTANEO. 


1. La teoria matematica degli stromenti ottici accompagnò sempre, e talvolta pro- 
mosse i perfezionamenti che nella costruzione dei medesimi l’arte introduceva di mano 
in mano. La qual teoria già quasi sino dall'origine sua si divise in due parti. Nel- 
l'una si rintracciarono le proprietà fondamentali di ogni sistema ottico costituito da 
una successione di mezzi differenti separati da superficie sferiche rifrangenti o riflet- 
tenti, aventi il centro sovra una medesima retta (asse centrale del sistema ). Le 
quali proprietà suppongono essenzialmente che i raggi luminosi siano omogenei e com- 
prendano coll’ asse nel loro tragitto attraverso il sistema angoli costantemente assai 
piccoli, e che le superficie dividenti si limitino a piccole calotte aventi i loro poli 
(centri di figura) sull’asse, e per ciascuna delle quali assai piccolo sia il rapporto fra 
il raggio del contorno circolare ( semiapertura della superficie) e il proprio raggio. 
Nella seconda parte studiaronsi le modificazioni che in quelle fondamentali proprietà 
induce la abituale mancanza delle condizioni or menzionate, e le disposizioni oppor- 
tune affinchè queste modificazioni, se non affatto distrutte, siano attenuate però sifat- 
tamente da rieseire insensibili all'occhio. Imperciocchè tanto più grande è la bontà di 
qualsivoglia strumento ottico che non soddisfi a quelle condizioni quanto meno tut- 
tavia esso si discosta dal possedere le fondamentali proprietà. Dalla scoperta delle 
quali si iniziò appunto la teoria. Ed infatti il Keplero avea appena composto il ca- 
nocchiale conosciuto sotto il suo nome che dimostrava il raccogliersi in un sol punto 
dei raggi luminosi che, cadendo su di una lente parallelamente all asse di lei, ne 
emergono rifratti; e determinava per una lente piano convessa la relazione fra la di- 
stanza focale e il raggio della superficie sferica che estesa poi dal nostro Cavalieri (*) 
alle lenti doppiamente convesse costituisce anche oggidi una delle proposizioni fonda- 
mentali della Diottrica. Alla quale si aggiunse dal Barrovv (°) I’ altra che il valore 
inverso della distanza focale principale di una lente eguaglia la somma algebrica dei 
valori inversi delle distanze di due fuochi conjugati, che è il, fondamento di tutta la 
teoria delle immagini negli strumenti ottici. 





(1) Exercitationes geometricae, pag. 458—496. 
(2) Lectiones opticae et geometricae, pag. 100. 
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Nello stabilire e queste proprietà e l’altre che ne sono la immediata conseguenza 
alle menzionate supposizioni altre due si aggiunsero; l’una che trattandosi di lenti se 
ne potessero trascurare le grossezze, l’altra che i raggi incidenti esistessero tutti in piani 
passanti per l’asse centrale. Le quali nuove supposizioni (e la prima di esse special- 
mente per gli strumenti composti) furono accettate anche da tutti i matematici che da 
Cartesio sin verso i nostri giorni si fecero a calcolare le modificazioni prodotte o dalla 
troppa ampiezza delle superficie dividenti i mezzi, o dall’eccessivo valore dell’angolo 
dei raggi luminosi coll’ asse, o dalla etereogeneitä di questi, e per le quali i raggi 
emanati da un punto non convergono più tutti sensibilmente ad un sol punto allorchè 
sono riflessi o rifratti da una di quelle superficie, e nascono le così dette aberrazioni 
di sfericità e di refrangibilità. Non è del momento il tessere la Storia di tutte le 
ricerche matematiche istituite circa la misura di queste aberrazioni, e cirea le dispo- 
sizioni da adottarsi per attenuarle il pit che è possibile massime nella costruzione degli 
obiettivi. composti aplanatici : in essa si incontrano, tra i molti, i nomi di Newton, 
di Huyghens, di Klingestirna, di Clairaut, di D’Alembert, di Boscovich, di Oriani, e 
soprattutto di Eulero, il quale ridusse a forma sistematica i precetti, in gran parte 
dovuti a lui stesso, per la migliore costruzione degli stromenti ottici. Ma non è però 
a tacersi che anche la teoria Euleriana sia per le due ricordate supposizioni, difettose 
in sè stesse, sulle quali riposa, sia per metodi di approssimazione seguiti allo intento di 
raggiungere risultati di più facile applicazione alla pratica, è ancora lontana dall’of- 
ferire a questa una guida affatto sicura massime allorchè si trattasse di notevoli aper- 
ture nelle superficie dividenti i mezzi. Nè la migliorarono gran fatto i lavori dei ma- 
matematici venuti di poi, Il Lagrange (*) prese ad esame nelle sue memorie sui can- 
noechiali le sole proprietà fondamentali dei medesimi, deducendo dalla equazione fon- 
damentale suricordata quanto ne riguarda l'ingrandimento; il campo, la chiarezza con 
un processo di calcolo che dovea servire di norma, allorchè il problema della costru- 
zione degli stromenti ottici si fosse trattato in tutta la sua generalità. Ma egli invece 
lo risolvette attenendosi a tutte le supposizioni ristrettive ammesse da’suoi predeces- 
sori, dalle quali non si discostarono in seguito nè il Piola (*), nè il Möbius (). Il 
primo di questi matematici, seguendo in tutto le tracce di Lagrange, non mirò che 
a fare conoscere la forma generale di alcune funzioni di cui questi si era valso; ed 
il secondo, occupandosi egli pure soltanto delle proprietà fondamentali raggiunse alcun 
nuovo teorema massime circa i sistemi ottici costituiti dalla riunione di altri sistemi. 
Oltrepassando ad altri lavori che, come p. e. quello di Herschel sugli obiettivi 


(1) Memoires de l’Acad. de Berlin. 1778 pag. 168 — 1803, pag. 168. 
(2) Effemeridi astronomiche di Milano per l’anno 1822. 
(3) Crelle. Journal für di reine und ete. Vol. 5, pag. 113. — Vol. 6, pag. 236. 


‘Tom: 1. Ne. 1: 1858. { 
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acromatici (4), migliorarono in qualche parte la teoria Euleriana pur conservandone 
i radicali difetti, si incontra un primo passo di deciso progresso dello studio degli 
stromenti ottici nella memoria letta da Gauss il 10 dicembre 1840 al R. Società di 
Gottinga (?). È risultato ultimo di questo lavoro il mostrare che le proprietà fon- 
damentali dei sistemi ottici dipendenti dalla formazione dei fuochi conjugati sussistono 
completamente anche allorquando non si trascurano le grossezze delle lenti, e non si 
obbligano ı raggi incidenti a dirigersi in piani passanti per l’asse centrale, purchè siano 
salve le altre supposizioni sugli angoli dei raggi stessi coll’asse, sulla loro omogeneità 
e sulle aperture delle superficie: e le proprietà stesse si prestano alla stessa forma di 
calcolo usata da Lagrange, e conservano anche lo stesso enunciato se le distanze fo- 
cali si misurino non già dai centri di figura delle superficie dividenti estreme, ma da 
alcuni punti dell'asse centrale che il Gauss chiama principali, e dei quali egli assegna 
la posizione. Ma il Gauss non estese poi l’analisi degli stromenti ottici, incamminata 
così generalmente, sino a studiarne le aberrazioni. Ed altrettanto fece quasi contem- 
poraneamente il Biot (°). Intrapresa la scrittura del problema nel modo il più generale, 
egli ne limita subito l’estensione coll’ammettere, e con molte cautele, le solite suppo- 
sizioni della piccolezza delle aperture e degli angoli dei raggi luminosi coll’asse cen- 
trale; siechè nello sviluppare le proprietà fondamentali degli istromenti ottici e nello 
insegnarne minutamente l'applicazione alla Astronomia egli mette soltanto in evidenza 
l'influenza della grossezza delle lenti sulla misura di quelle proprietà. Che se poi in 
conseguenza di quelle limitazioni non si oceupò delle aberrazioni provenienti dalle am- 
piezze e dalla direzione dei raggi, non ommise però di fare conoscere le condizioni 
analitiche e di costruzione per elidere, od almeno per rendere meno sentite e più tol- 
lerabili quelle che dipendono dalla dispersione della luce. 

2. Questo cenno intorno ai progressi avvenuti nella teoria degli stromenti ottici 
tornava indispensabile per valutare l’importanza del nuovo lavoro del Sig. Mossotti an- 
nunziato più sopra, e del quale ecco un sunto. La nuova teoria è divisa in tre parti: 
nella prima, intitolata analisi del corso di un raggio di luce che attraversa uno stru- 
mento ottico, si determinano le coordinate del punto, in cui il raggio incontra: una 
qualunque delle superficie dividenti i mezzi componenti lo stromento, e i coseni degli 
angoli che fa cogli assi coordinati la porzione di esso compresa tra due superficie con- 
secutive; e così le coordinate come gli angoli si esprimono in funzione degli elementi 
del sistema ottico, e delle coordinate sì del punto raggiante, che del punto di inci- 
denza sulla prima superficie. La seconda parte, sotto il nome di prima approssima- 
zione, è dedicata a dedurre dalle preparate equazioni la teoria delle proprietà fonda- 





(1) Philosophical Transactions for. 1821. 
(2) Abhandlungen der K. Gesellschaft zu Göttingen. Vol.1.— Annales de Chimie etc. t. 33. anno 1851. 
(3) Traité elementaire d’Astronomie physique. Tome 1. 1841, pag. 324 —691' 
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mentali introducendo nelle equazioni stesse le limitazioni volute dalla piccolezza delle 
aperture delle superficie e degli angoli formati coll’asse centrale dai lati della spezzata 
seguita del raggio di luce. Nella terza poi procede PA. ad una seconda approssima- 
zione colla quale diminuendo il numero di quelle limitazioni, e conservando per con- 
seguenza nelle equazioni anzidette un maggior numero di termini, prende in esame 
le aberrazioni; e come ne mostra la varia origine così mette in evidenza le condizioni 
da soddisfarsi per attenuarne la grandezza. Con tale procedimento la teoria delle aber- 
razioni si fa dipendere da quelle stesse equazioni generali dalle quali, come primo passo, 
si trae quella delle proprietà fondamentali: il che è già per sè un gran pregio del metodo. 

3. Imaginate le n superficie sferiche che separano n+1 mezzi consecutivi, ed un 
raggio di luce che per rifrazione o per riflessione si spezzi incontrandosi in ciascuna 
di esse, si riferisca il sistema a tre assi ortogonali, dei quali quello delle x riesca 
sull’asse centrale del sistema stesso. Ammesso poi, per uniformità di calcolo, che tutte 
le superficie volgano la loro concavità verso l'origine si addotti coll’A. il seguente si- 
stema di notazioni per rappresentare gli elementi propri e delle superficie e del raggio 
di luce. Sieno a, H, le ascisse x del centro geometrico e del centro di figura, e £; 


Z 
esima 


il raggio della 2. superficie numerata da quella sulla quale avviene la prima in- 
cidenza del raggio luminoso. Il quale emani da un punto raggiante di coordinate 
Ly Yo %o; incontri la 2.°”* superficie nel punto x, y; 2; , ed abbia di lunghezza A, 
esima (j 4-1)" questa poi formi 


cogli assi gli angoli X, Y, Z;. A rappresentare la azione delle varie superficie sul 


quella sua parte che è compresa fra le superficie 2. 


raggio stesso si introducano le velocità di propagazione del medesimo nei successivi 
mezzi in modo che, detta v; quella corrispondente al mezzo (2 +1)?“ sia, nel 


A TORE. a; pr 
sistema delle ondulazioni seguito dall’Antore, —— l'indice di rifrazione alla 2.°”“ su- 
= Vv. 


perficie. Se questa fosse riflettente sarebbe sa —— 1. La sostituzione delle velocità 
i 

agli indici di rifrazione iniziata da Biot e da Gauss rende più simmetriche le formole, 

e permette di rappresentare con una sola scrittura tanto la rifrazione quanto la rifles- 

sione alle superficie. E se taluna di queste, contro il supposto, volgesse all’origine la 

convessità, sarebbe da prendersene il raggio negativamente. Ciò posto il problema pre- 

liminare dal quale dipende tutta la teoria degli stromenti ottici riducesi a trovare le 


Ln Yn 2n3 Xn Yn Zn quando sieno date le x, yo 20; £, Y, 2, e gli elementi geome- 


4 
trici e fisici delle superficie. E della soluzione di questo problema si occupa appunto 
l A. nei primi tre capitoli della prima parte. Determina egli dapprima le relazioni 
esatte che passano fra le x, y; z;; X, Y; Z, corrispondenti alla è.°°*“ superficie , € 
quelle che si riferiscono alla superficie antecedente : le quali relazioni rappresentate 


da equazioni alle differenze finite somministrerebbero , quando fossero integrabili , i 
* 
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valori di quelle quantità espresse in funzioni delle analoghe della prima superficie. Ma 
la loro forma non permettendo questa generale deduzione indispensabile a potere sta- 
bilire il confronto tra le vie seguite da più raggi, e con esso la teorica del sistema, 
esige si ricorra allo sviluppo in serie, come unico mezzo di renderne possibile la in- 
tegrazione. Il che fa appunto I’ A. limitando gli sviluppi al numero di termini con- 
veniente al grado massimo di approssimazione al quale intende di spingere le sue ricerche. 
Ed allora indicata con h;=H;—H,_, la distanza fra i centri di figura di due super- 
ficie consecutive, e posto per brevità 


2 2 
BR ae 
2 H, Pi 
1y+: 1 ye, +2 1 
1 N al colt) dadi Aia RE n di Bin ay 0877. 
(1)(6; =1 Rem TE chia (cos°Y;_, + cos?Z,_,) 
1 y+ 2; 1 v; ye 
y. = SES Adie ie fo ays LI a A Sia 2Y. 27. Wie ES 
= À + DU MIRE 5 eos Y: + cos’Z, da Y,_,+cos Li.) ! an 


ove le a; 6; y; sono porzioni di sviluppi nelle quali si conservarono tutti i termini di 
un ordine di piccolezza non superiore al terzo, ammesso che le quantità 


Us. Be 
Ye 9 u; sen.X, 3 cos. Y;, cos.Z; 
Pi Pi 
sieno del primo ordine, le menzionate equazioni assumono la ‘seguente forma 
/ (persi 3 
2 all, cos.X,=1— —(cos°Y, + cos°Z,) 


2 


(2)(y: =; hicos.Y;_, + y+. (3) VO Au N — — u 


i Lt i \Vi Vi 
E 1 4 1 . fi 1 
ai Y; 608.2, PZ — cos.Z;= — cos.Z;_,+ BEN plicato 3; 
i FA i Vi Vieh 


Dalle quali emerge che il processo di calcolo con cui si giungesse a determinare le 
y; Y; darebbe immediatamente anche le altre due incognite 2, Z;. A questa determi 
nazione procede lA. applicando il summenzionato metodo di Lagrange, e non curan- 
dosi per il momento se le B, 7; involgono ancora le incognite da determinarsi. Ed 
Yi >) © 
allora posto 
Yi = Usi — c08.Y; = Up; 


ı 


Via Bi h = Paie 2 Fr —)= Prima 


Pi \ Vi Vi 


(4) 
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entrambe le equazioni seconde dei due gruppi (2) (3) rientrano nella forma 

Un = Put Up + Una 
ove » indica un intero qualunque da 2 a 2n. Siccome poi all’ integrale di questa 
equazione alle differenze finite del secondo ordine e lineare rispetto ad u può darsi 
l’aspetto i 


u, = PO u, + Po, Uy 


essendo w) u, i due primi valori di w, tenuti in conto di costanti arbitrarie , e 


1 


2 . . . . . x \ . A PRE 
Be : bei due note funzioni dei coefficienti p, ps --+ pur, così può ormai dirsi ri- 


1 1 
solto il problema di esprimere le y, — cos.Y; in funzione di u,=y,, w==—cos.Y,, 
V; Vo 


e quindi le 2, Z;in funzione di 2, e —cos.Z,. Che anzi, attendendo alle relazioni 
Vo 


= 2, — 3 
II Jo cos.Z, = + 

A, À, 
si può surrogare le coordinate del punto raggiante agli angoli del raggio incidente co- 


gli assi; sicchè ponendo per brevità di scrittura 


pl 1 
(2) (1) (4) (2) (4) 
(5) Pio x 22 TT Qi RATE VA. P 2i—t ni 
0 Vodo 


VoA 


cos.Y, — 


le quattro incognite summenzionate restano espresse in funzione delle x, Yo 20 > €, Ys % 
e degli elementi fisici e geometrici del sistema Hits mediante le equazioni 





| 1 
(1) (2) Be (1) (2) 
Yale Pie 7 y À. Pia Jo cos. di Sr Ap vA x, Pat Yo 
oo | 0 
(6) 
1 
= QY 2 — pr cos.Z; = iQ), z, — PA, % 


2i-2 4 V Ay 22 À Er 
L’applicazione delle medesime, ed alla deduzione teorica delle proprietà degli stro- 
menti, ed ai bisogni dell’ arte che li costruisce esige si conosca il modo di compo- 
sizione delle funzioni PF) Pf. Intorno alla quale, ed intorno alle proprietà delle fun- 
zioni stesse si occuparono dopo Lagrange il Piola ed Möbius, ‘il secondo più vantag- 
giosamente del primo. Anche il nostro Autore vi consacra l’ultimo capitolo della prima 
parte mostrando in primo luogo come le funzioni stesse sieno rispettivamente il nu- 
meratore ed il denominatore della frazione ridotta corrispondente. alla continua 
Pı LETT 1 
Les 


Pu 
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formata dip». elementi, ed esponendo in conseguenza una regola pratica assai commoda 
onde comporle in ogni caso particolare. La quale formazione se non differisce da quella 
indicata da Gauss era però sfuggita ai matematici precedentemente ricordati. Offre in 
seguito la dimostrazione di altre proprietà delle funzioni stesse, delle quali egli si giova 
nelle trasformazioni e riduzioni occorrenti nelle parti successive: e di esse sono tra le 
più influenti quelle racchiuse nelle scritture 


/ i i 
1 1 ati. 7 tri = 
Pi ya, ‘ra bi Pri —(—1)* 5 3 Po Di u pes PU — (— 1)“ ; Pi. 
Po—(— 1)’ pia Prive per) Peo), 
B. 


dP® 
dp; 


Spi (i+-4) 








(a) __ PA“) 
po — pi 


essendo in generale 
(a) 
ot a 
peri = Pa 
i 





Pass leu 


P: È : 1 
. + — 
Pu 


ed analogamente le P”, Pl ecc. indicando i numeratori delle frazioni ridotte corri- 
spondenti rispettivamente alle continue 








8 Pa + +. 
ai 18: 1 Hi ir 1 ecc. 
pane + — + ; 
Di P: Bere 
Pa 
4. Frattanto il raggio della n.°“ superficie, passando per il punto &, Y, 2,5 € 


formando cogli assi gli angoli X, Y, Z,, sarà rappresentato dalle equazioni 


Pa + 








1 
(4) (t) oan Un (2) 
y= | Qua cos. a Qin (x ant) Yi = pe cos.X, pe (x a, H,) Lu 
(8) 
dat Al (4) (4) 1 p° (2) 
Z— 14 bona H Zi — — — 
| Qe ot COS. a 2n—1 ( n ol L =|? 2n—2 COS. = pe (€ — a, H,) la 


nelle quali le x y 3 sono le coordinate correnti della retta direzione del raggio. Que- 
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ste due equazioni racchiudono tutta la teorica degli strumenti ottici ne varii gradi di 
approssimazione ne’quali l'A. si propose di studiarla. 

E in realtà per dedurne le proprietà fondamentali dei medesimi basta supporre i 


Eu FAMI pera x 3 5 2 : 
rapporti Ar a , relativi alle aperture delle superficie, e 1 coseni degli angoli Y; Z, 


i î 


così piccoli che se ne possano trascurare i quadrati negli sviluppi (1). Sarà allora 
a; == B; —=- Yi ==> cos.X, —= 4 


qualunque sia 2; sicchè ammettendo inoltre che le velocità v; siano costanti in uno 
stesso mezzo pei raggi di diverse lunghezze di ondulazioni, o meglio supponendo che 
i raggi incidenti siano omogenei, le quantità 


Pa Po + + + Pan 
dipenderanno unicamente dagli elementi geometrici e fisici del dato sistema di super- 
ficie ; ed essi e le conseguenti funzioni bo be torneranno costanti per rispetto ai 
varii raggi incidenti. Ed allora le equazioni (8) del raggio emergente diventeranno 


1 
3 | PO + 0,0 Hay - | PD +», PE (e—H)}ye 





(9) 
1 
et (4) (4) (2) (2) 
ae Poe na Un O; _(e-H) 2, we v A bob + Un P,._,(@—H,) Za 
00 
nelle quali per l’attuale minore grado di approssimazione, essendo x,=H, e cos.X,—1, è 
| 5 irrita 
XL 
A= ——- =H, — x; 
cos.X, 


cioè A, eguaglia la porzione di asse centrale compresa fra il centro di figura di pri- 
ma incidenza e il piano condotto per il punto raggiante perpendicolarmente all’ asse 
medesimo. 

Con queste equazioni coincidono in sostanza quelle impiegate da Biot nello esporre 
le proprietà degli strumenti ottici. Però se il Mossotti ne seguì da vicino la via nella 
prima esatta scrittura del problema, se ne discostò poi in questo che, mentre il Biot 
restringe immediatamente la successiva approssimazione alle sole proprietà fondamen- 
tali, egli invece preparò sin dal principio le equazioni del problema con tale un grado 
di approssimazione da prestarsi anche al calcolo delle aberrazioni. 


(Continua). 
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NUOVE RICERCHE RELATIVE ALLA SOSTITUZIONE LINEARE PER LA RIDUZIONE 
DELLE FUNZIONI ELLITTICHE DI PRIMA SPECIE 


DEL PROF. BARNABA TORTOLINI 





1°. Per uniformarci alle notazioni di già usate dai Geometri, che si sono occu- 
pati di somigliante questione, si prenda un polinomio di quarto grado della forma 


x4 + Ax? + Ba? + Ce + D 


e supponiamo, che il suo radicale quadrato serva di denominatore al differenziale della 
x; in allora l'integrale rappresentato da 


vV_ | dx i 
V(x* + Ax} + Ba? + Ca + D) 
è ciò che da lungo tempo dicesi trascendente ellittico di prima specie, od anche fun- 
zione ellittica di prima specie, ed ove riterremo, che i coefficienti A, B, C, D siano 
quantità reali. La sostituzione lineare consiste nel prendere una nuova variabile y, la 
quale, essendo p, g, due indeterminate, sia legata alla x per mezzo dell’espressione 


Py. 
1+y 


Tutto lo scopo utile di questa sostituzione nel precedente integrale si riduce a dimo- 
strare, che è sempre possibile di trovare due valori reali per p, q, qualunque d’al- 
tronde siano le radici dell’equazione 


x4 + Ax + Ba? + Cr + D — 0 


e tali, che nel nuovo integrale somigliante in y per la sostituzione del valore della 
x, manchino nel radicale le potenze impari y, y° in guisa, che esso possa ridursi 
alla nuova forma 


dy 
een V(My! + Ly? + N) 
I più grandi geometri si sono occupati di questa trasformazione fra i quali in modo 
speciale, Eulero, Lagrange, Legendre: fra i moderni lavori mi piacerà citare le Memorie 
del Sig. Prof. Plana di Torino, e del Sig. Prof. Richelot di Koenigsberg, ed am- 
bedue impresse nei tomi 36, e 38 del giornale del Sig. Crelle. In tutte le ricerche 
dei precitati geometri si suppone costantemente la decomposizione del polinomio di 
Tom. I. N°. 2. 1858. 8 
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quarto grado in due fattori reali di secondo grado, quali eguagliati a zero porgano 
le quattro radici «, 6, y, à dell’equazione 


a+ Az Ba?+ Cx + D = 0 


e si assegnano i valori reali di p, e di q dipendenti dalle quattro nominate radici: 
in questo metodo nulla v'è da desiderare per il rigore della dimostrazione, che anzi 
il Sig. Plana ne assegna i valori di p,q per mezzo delle radici dell’equazione ridotta 
del terzo grado, il che in alcuni casi potrebbe facilitarne la ricerca degli stessi valori 
di p,q, quando si rifletta che le radici della ridotta possono determinarsi senza co- 
noscere le radici della proposta. Nelle nuove ricerche da me intraprese non supporrò 
aleuna decomposizione del polinomio di quarto grado, e per la sostituzione lineare 
del valore della x determinerò l’equazioni algebriche dalle quali dipendono i valori 
di p,q ed ove i nuovi coefficienti saranno determinate funzioni dei primitivi A, B, 
C, D: si vedrà, che l’espressioni p + q, pq dipendono da due equazioni di terzo 
grado, il che era stato già avvertito da Eulero nel tomo 12 dei Nove Commentari 
di Pietroburgo, mentre poi i valori di p, g dipenderanno da un’equazione di sesto 
grado. Sarà infine utile di riconoscere come queste differenti equazioni algebriche del 
3°, e 6° grado si potrebbero formare dai differenti valori di p + q, pq, e dip,q 
espressi per le quattro nominate radici «, ß, y, 9. Nel proseguimento di questo scritto 
si scorgera anche quanto sia utile lo studio dell’equazioni ridotte dal quarto grado per 
riconoscere diverse proprietà importanti dei nuovi coefficienti non solo delle equazioni 
di grado superiore , alle quali giungeremo , ma ben anche per i coefficienti nel tri- 
nomio di quarto grado in y. 
2°. Pongasi adunque nell’integrale indefinito 


(1) VE ERA 
v(@+ Ax°+ Ba?+ Ca + D) 
e per la x, il valore 
ei dio E 
1+% 
Dalla differenziazione si ha 
_ (q—p)dy 
‘aie gE) 


quindi si ricayera il nuovo integrale della forma somigliante 


Ve | (q—p)dy . 
v(My‘+ My’+ Ly?+ L,y + N) 


I coefficienti, M, N si formano dalla sostituzione di p, q invece della x nel polinomio 


PURA ED APPLICATA. 59 
di quarto ordine, e si avrà per i tre coefficienti M, N, L 


M = p‘+ Ap°+ Bp?+ Cp + D 
(2) N =q'i+ Ag° + Bq?+ Cq + D 
L = 6p°q + 3Apq°+ 3Ap°q + Bq?+ 4Bpq + Bp°+ 3Cp + 3Cq + 6D. 


Annulliamo i cofficienti L,, M, delle potenze impari, cioè sia L, = 0, M, = 0, 
avremo le due equazioni 


Ap’q + 3Ap°q + Ap°+ 2Bpq + 2Bp°+ 3Cp + Cq + 4D = 0 
(3) 
Apg’ + 3Apq? + Aq*+ 2Bpq + 2Bq° + 3Cq + Cp + AD = 0. 


In questa guisa per il valore di V si ha 


alvin (ied Vleet BLY Bares 
V( /(My* + Ly? + N) + Ly + N) 
Intraprendiamo pertanto delle ricerche sopra le stabilite equazioni (3) di condizione: 
poniamo a questo oggetto 


PETES ? Pisa 
e sottraiamo una dall’altra le medesime (3), si ricaverà la nuova equazione 
Azu er 3Au + A(z?— u) + 2Bz + 20 = 0 
la quale ordinata rispetto a 2 diviene. 
(4) Az?+(4u + 2B)z + 2C + 2Au = 0. 


Dalle stesse equazioni (3) deduciamo un’altra equazione fra z, w. Si moltiplichi la 
prima delle (3) per q, e la seconda per p, e si sottraggano, otterremo un’altra equa- 
zione divisibile ger p—q, cioè 

(5) Au? + Au — 4D — Cz = 0. 


Dall’eliminazione successiva di z, ed wu fra le (4), e (5) otterremo due nuove equa- 
zioni dalle quali dipenderanno i valori di z, u. Dalla (4) abbiamo 


(Az + 2Bz + 2C) 
2(A + 22) 
e sostituito nella (5), dopo diverse riduzioni troviamo l’equazione di terzo grado 


(A3— 4AB + 8C)z?-+ 2(A2B + 2AC — 4B°+ 16D)2? 


u= — 


(6) 
+ A(A°C + 8AD — 2BC)z — 8(C?— A:D) = 0 
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Nella stessa guisa dalla (5), si prenda il valore di 


AD— Au? 


AT SE 


e sostituito nella (4), avremo dopo le convenienti riduzioni l’equazione 


(A?— 4AB + 8C)u?+ (4BC — A?C — 8AD)u? 
(7) 
+(4ABD — 8CD — AC?)u + C° — 4BCD + 8AD° = 0. 

Ambedue I’ equazioni (6) e (7) di terzo grado ammetteranno per lo meno ciascuna 
una radice reale per i valori di z = p + q, «= pq. Ciò però non basta per as- 
sicurare in tutti i casi la realtà dei valori di p, q, come lo vedremo in appresso : 
intanto passiamo ad esaminare la natura di alcuni coefficienti dell’equazioni (6) (7), 
il che ci condurrà a riconoscere a priori la forma delle loro radici. 

3°. Siano «, ß, 7, © le quattro radici dell'equazione 


x+- Ax3+ Ba?+ Ca +D=0 


è noto che l'equazione ridotta ascende al terzo grado, ed ove le tre radici sono fun- 
zioni di a, GB, y, 9, anzi due possono essere l’equazioni ridotte. Ciò posto come si ha 
dai trattati d’algebra, e può consultarsi l’opera di Lagrange, Resolution des equations 


pag. 264, prendasi 
o=(a+y_-B_ 0). 


È evidente, che quest’espressione per il cangiamento di a, ß, y, à non è suscettivo , 
che di tre soli valori differenti, in modo che rappresentati per 6', 0", 6”, si avrà 
d=(a +-ß—y— 0), g"=(« + y—B— 9)’, 
6" (a La è ea, ß ale 7)? 
in allora questi tre valori saranno le radici dell'equazione ridotta 


95—(3A°— 8B)02+ (3A5— 16A°B + 16B?+ 16AC — 64D)9 
(8) 
— (A?— 4AB + 8C)?= 0 

d’onde si trae 

0 6" 6"”—=(A°— 4AB + 8C)°. 
Di qui per l’estrazione di radice si ha 

v0.y9".ye"—=A?— AAB + 8C. 
Il prodotto di questi tre radicali deve essere dello stesso segno che A*—4AB+-8C 
in modo che se fosse negativo converrebbe dare il segno — ad uno dei tre radicali: 
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il prodotto adunque di cui si tratta rappresenta evidentemente i coefficienti di 23, ed 
u? nell’equazioni (6) e (7). Osserviamo di più che l’ultimo termine della ridotta non 
dipende dall'ultimo termine D della proposta equazione del quarto grado. Per scuo- 
prire ancora il significato di qualche altro coefficiente delle (6) 0 (7), componiamo 
per un’istante la nuova equazione del quarto grado 


(9) a+ Cx°+ BDa?+ AD?x + D’— 0. 
È assai facile di vedere, che le radici di questa equazione saranno i quattro prodotti 


aby, 080, «yo, (By. 
Se si determina la ridotta del terzo grado, e si chiami © il valor generale della ra- 
dice, si avrà come dalla (8) l'equazione 
wo? —(3C?— 8BD)o? +-3(C4*—16BDC? +16B?D? +16ACD?— 64D*).. 
i —(C3— ABCD + 8AD?)’= 0 
e le tre radici è’, ©”, ©” saranno della forma 
o=(0By + ayd — afd — Byd)" 


la quale egualmente per il cangiamento dei quattro prodotti «By, «80, ayd, Byd non 
può prendere che tre soli valori differenti, cioè 


= (ay + Bi — ayd — Bd) , = "= (aby + ad — afd — Byd)” 
wo" == (ayd + afd — aby — By9)” 
e si avrà identicamente 
w'o"c"—(C3— ABCD + 8AD?)’ 
d'onde 
Vor. Vo". Va" = C3— 4BCD + 8AD? 
Ognun vede, che il prodotto di questi tre radicali rappresenta l’ultimo termine dell’ 


equazione (7). Per i coefficienti delle due potenze u”, u, si compongano le due altre 
equazioni di quarto grado 


4 E 
x++(A2C)’.2’+ (AG) + AD.x + BD — 0 


1 
3 


xi+ (AC?)°.x + BD (= *.27-+- CDx + D’= 0 


e siano g', 9", 9” le tre radici della ridotta dalla prima, e W, 4", 4” le tre radici so- 
miglianti della ridotta dalla seconda, si avrà come dalle due equazioni (8), e (10) 
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Vo. Vo". Vo”. = A°C — ABC + 8AD 
Vv. Va". Vy".— AC?— 4ABD + 8CD. 


I secondi membri presi con il segno contrario rappresentano i coefficienti di u°, ed 
u dell'equazione (7). Essa in fine potrà mettersi sotto la forma 


dI) GO SU — (YYTEN) (o = 0 


Le tre radici wu’, uw”, w” sono i valori delle tre frazioni 


' vo 7 yo 2 mm Vo” 
U LP. 


Dore er 
Ciascuna delle quali rappresenta uno dei valori del prodotto pq = u. Indagini somi- 
glianti indicheremo brevemente per il triplo valore della somma p + q considerata 
come radice della (6). 
4°. Dai valori dei coefficienti A, B, G, D espressi per le radici x, 6, y, à rica- 
viamo con facilità 


C?— DA?= 2(6y — ad).2(ay — PO).2(aß — dy) 


quindi richiamando il valore del prodotto 66” 6” trovato nel precedente paragrafo 3°. 
l'equazione (6) si porrà sotto la forma 


(8'6"6"); 23 + 2(A°B + 2AC + 16D — 4B?)z? 
(12) 
+ 4(A°C + 8AD — 2BC)z — 8(By — ad)(ay — Bd) (a6 — dy)=0. 


Le tre radici 2', 2”, 2" saranno espresse dai tre fattori parziali dell’ ultimo termine , 
cioè 
A 2 (a8 — dy) pi Poe 2(cy — Bd) alia! 2 (ad — By) 


Vo 2 o" > vor 
od anche per i valori di 6’, 6”, 0”, si avrà 


gi 2(a8—y0) po 2(œy — 0) eit — 2.(ad — By) e 
a+d—B—y 


= ’ == ’ 

a+ß—y— 0 a+y—ß—° 
Esse soddisfano a tutte le condizioni richieste, e ciascuna rappresenta uno dei va- 
lori della somma p+g. Anche i precedenti valori di w', u", w” del paragrafo 3°. per 
la sostituzione dei valori di o, 0”, 0, e di 6, 0”, 6”, diverranno 
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, Br + 8) — re +8) n _ (6 + 8) — Ble +7) 
a+ß—y— 0 ‘ a+y— 6 —d 


AH 
eg 


u 


U 


Qui pure ciascuna rappresenta uno dei valori del prodotto pg = u. Come già si è 
veduto dall’equazioni (6), e (7) uno per lo meno dei valori di p + q, e pq, sarà 
reale; così scegliendo per ipotesi 2, ed w', si avrebbe 


2 (of =: 70) __ aly + 8) — yd(a + 8) 





M eu rai a+ B—7y—0 


d'onde si vede che p, g saranno le radici di un’ equazione di secondo grado: ciò 
però non basta per concludere che p, q, siano reali, i cui valori son dati da 


_B RHEIN 
FE A et 


se EN 
È dii ed 


Ora è facile di assicurarsi della realtà di p, e di q conrendere positiva la quantità 
sotto il vincolo radicale, il che si potrà sempre ottenere col supporre che le radici 
a, ß, y, © siano scritte in ordine della loro grandezza, le radici negative scrivendole 
dopo le positive le differenze « — y, « — 0, 6 — 7, 6 — 9 saranno tutte positive, 
e quindi positivo il prodotto delle medesime : formando pertanto il quadrato della 
differenza p — q, si avrà 

En re! A(a — y)(a — NM — (ed) 

pO a FB 7 = 8 
Avremo adunque reali tanto la somma p + q, quanto la differenza, e reali perciò 
saranno le richieste indeterminate p , q. Tutto ciò sarebbe bastante alla risoluzione 
numerica del problema propostoci da principio, e non resterebbe altro, che ritrovare 
i valori dei nuovi coefficienti M, N, L dati dalle formole (2) per la sostituzione dei 
valori di p, g: riservandoci in appresso la determinazione di questi coefficienti, potrà 
essere utile per la risoluzione letterale del problema di analizzare, e confrontare fra 
di loro i tre valori di p + q, e di pq. 

5°. Come si è tuttora veduto, p, q rappresentano le radici di un’equazione di se- 

condo grado, e ciò avrà luogo ancora per i due altri sistemi di 


p+q=2, nia tk; pt+q=2z', pou” 
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quindi ne viene che un’equazione di sesto grado dovrà comprendere simultaneamente 
i tre valori di p, ed i tre valori di q, e l'equazione in proposito dovrà avere per lo 
meno due radici reali. Si potrebbe comporre una si fatta equazione di sesto grado 
date che sieno le forme delle radici, ma ci sarà ‘facile il ritrovarla dall’eliminazione 
di una qualunque delle p, o q fra le due equazioni (4) e (5) del parag. 2°. Riso- 
stiluiamo in esse invece di 2, ed u, i valori p-+-q, e pq, avremo 


A(p + q) + (4pq +2B)(p + q) + 20 + 2Apg = 0 
Ap°g® + A(p + q)pq — 4D —C(p + q) = 0 
ed ordinate ambedue rispetto a q avremo nuovamente i 
(A + 4p)g® + 2(2Ap + 2p? + B)q + Ap? + 2Bp + 2C= 0 
(4p° + Ap)q? + (Ap°— Cig — 4D — Cp 20 
L'eliminazione di q porgerà l'equazione risultante in p di sesto grado: per agevolarne 
la ricerca poniamo 
a=A+4p, b= 2(2Ap+ 2p? +B), c = Ap? + 2Bp + 2C 
a’ = Ap?+ Ap, b'=Ap?—C, c= — AD — Cp 
esse diverranno della forma 
ag?+ bg +c=0, ap?+ bg + c= 0. 
Come è noto la risultante fra queste due equazioni di secondo grado è 
(ac' — a'c)?= (ab — ab'}(b'e — bc’) 


Le differenze di questi prodotti si calcolano facilmente dagli stabiliti valori di a, a’, 
b, b', e si ricaverà immediatamente 


(ac'— ac) = (A + 4p)?(4D + 3Cp + 2Bp° + Ap?)” 
ab — ab'= (A + 4p)(4p} + 3Ap? + 2Bp + C) 
be—be'=A?p'+(2AB + 4C)p?-+-(5AC + 16D)p°+ 16ADp + 8BD— 20. 


Sostituiti questi valori nella risultante trovata si toglierà il fattor comune A-+-4p, e 
si ricaverà 


(A+ 4p)(4D+3Cp+2Bp°+Ap°) 
—[A?p5+ (2AB+-4C)p3+ (5AC + 16D)p°+ 16ADp — 8BD — 2C?] 
x [4p° + 3Ap°+ 2Bp+ C] = 0. 


Sviluppiamo nel primo termine il quadrato, e moltiplicato per A + 4p, si trae 
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AA*y? +(A3+ 16AB)p%+(4A°B + 16B?+ 24AC)p° 
+(4B°A+-6A?C + 32AD+48BC)p"+(8A?D + 12ABC+36C?+64BD)p*  (h) 
+(9AC?+ 16ABD + 96CD)p?+-(24ACD + 64D°)p + 16AD?. 
Come pure dal prodotto degli altri termini si trova 
4A? + (3A34 8AB+ 16C)p5+(8A?B + 32AC + 64D)p° 
+ (112AD+16A°C+4AB?+ 8BC)p5+(64BD—4C*+48A?D+12ABC)p®  (h') 
+(56ABD — AC?+ 16CD)p°+(16B°D — 4BC?+16ADC)p + 8BDC—2C?. 


Dalla sostituzione dei termini (h), (k') si giungerà all’equazione finale di sesto grado, 
la quale dopo le convenevoli riduzioni sarà 


(4AB — A3— 8C)p5+ 2(4B° — 2AC — A?B —16D)p"+5(4BC—A?C— 8AD)p' 
+20(C*—A?D)p*+5(8CD+AC*—4ABD)p°+2(BC?+2ACD+16D°— 4B"D)p 
+ 4BDC—C3— 8AD?= 0. 


La medesima equazione si otterrebbe per g, mentre oltre le osservazioni precedenti, 
le due equazioni (3) del parag. 2°. non cangiano di forma per la mutazione di p in 
p, e di q in p. Quest’equazione, come già si è detto, avrà per lo meno due radici reali 
una delle quali sarà un valore di p, e l’altra un valore di q. È ben di osservare 
che la somma delle sei radici è eguale alla somma delle tre radici dell’equazione (6), 
mentre il prodotto delle medesime è eguale al prodotto delle tre radici dell’equazio- 
ne (7). Stabilita in tal guisa la possibilità della trasformazione per la realtà dei va- 
lori di p,q veniamo alla determinazione dei coefficienti nell’integrale trasformato. 
6°. Si è veduto nel parag. 2°., che per il detto integrale si ha 


i pri ll 
VMy"+ Ly? + N 
Prendiamo a quest’oggetto il valore di M, e moltiplicato per 4, verrà primieramente 
AM = 4p'+ 4Ap°+ 4Bp°+ 4Cp + AD 


quindi si elimini il valore di 4D dedotto dalla prima dell’equazioni (3), per lo che 
AM diviene 





AM = 4p'+ 4Ap°+ 4Bp°+ 4Cp — 4p*q — 3Ap°q 
— Ap’— 2Bpq — 2Bp?— 3Cp — Cq 
ossia 


AM = (p — q)(4p°+ 3Ap?+ 2Bp + C). 
Nella stessa guisa per il valore di 4N dato per la sola mutazione di p in q, si avrà 


AN = (q — p)(Ag’+ 3Aq?+ 2Bq + C). 
Tom 1. N°. 2. 1858. 9 
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Separando adunque nei valori di 4M, AN, il fattor comune p—q, 0, g—p si vede 
che l’altro fattore rappresenta la prima derivata dei due polinomi 


pi+ Ap°+ Bp°+ Cp+D, q'+ Agq?+ Bg?+ Cg + D. 
Ora dalle medesime derivate 
Ap?+- 3Ap?+ 2Bp + C, Ag’+ 3Aq?-+ 2Bg + C 
potremo ancora per la sostituzione di un valore di C, trovarci un’altro fattore comune 
P_q © q—p: infatti si moltiplichi per 2 il valore di 4M, sarà 
8M = (p—q)(8p°+ 6Ap*+ 4Bp + 2C) 
e dall’ equazione (4) si tragga il valore di 2C, col sostituire in essa z = p + g, 
u=pq , Otterremo primieramente 
2C = — 4p + q)pq — 3Apq — A[(p + 9)?— pq] — 2B(p + q) 
quindi 
SM=(p— q) [4p(2p°— pq — g°) + A(5p°— 4pq—q’) + 2B(p — q) | 
o in fine 


8M=(p — 9)°[4p(2p + 9) + A(5p + g) + 2B]. 
Nello stesso modo si trova 
8N=(q—p)*[4q(p + 29) + A(5q + p) + 2B). 
Un poco più laboriosa riesce la riduzione somigliante per il valore di L. Come si 


ha dalle medesime equazioni (2), si moltiplichi per 8 il primo, e secondo membro 
dello stesso L, si avrà 


8L=48p°q°+24Apq° +24Ap°q+8Bg? + 32Bpq+-8Bp? + 24C p+ 24Cg+ 48D 


quindi ambedue l’equazioni (3) si moltiplichino per 6, si sommino, e si tragga il va- 
lore di 48D cioé 


48D— — 24p°q — 24pq° — 18Ap°q — 18Apq?— 6Ap>— 6Ag’— 12Bpq 
— 12Bpq—12Bq’?— 12Bp?— 18Cp — 18Cq — 6Cq — 6Cp 
per sostituirlo nel secondo membro del valore di 8L, si ricaverà con facilità 
8L = —(p — g)°[24pq + 6A(p + q) + AB]. 
Fatto adunque per brevità 
H=4p(2p + q) + A(5p + q) + 2B, K= Ag(2q + p) + A(5q + p) + 2B 
G = [24pq + 6A(p + q) + AB] 
i precedenti valori di 8M, 8N, 8L divengono 
8M=(q —p)H, 8N=(q—p)’K, 8L=(g— p)’.G 
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e sostituiti nel secondo membro di V, richiamato al principio di questo paragrafo, si 
troverà 


V = 2y2 J oe) NET 
VHy5— Gy°+ K 

ove fra le tre quantità H, K, G sussiste la relazione 
H+ K= G + 8(p — q)’. 


Cid posto, come gia è noto da lungo tempo, qualunque sia la forma dei fattori, nei 
5 3 po, q q , 
quali si decompone il trinomio Hy*— Gy?+ K è sempre possibile nei differenti casi, 
di Sostituire ad y una funzione trigonometrica tale da ridurre l’integrale alla forma 
Y Ò 5 


| - I 
h J V1 — esen’s 


ove €, che dicesi il modulo, sia sempre << 1 : l'integrale in proposito dicesi parti- 
colarmente trascendente ellittico di prima specie. Questa riduzione potrebbe operarsi 
senza difficoltà, quando sia dimostrata la realtà dei valori delle tre quantità denotate 
per H, K, G; contuttociò per completare la risoluzione del problema, ci proporremo 
presentemente di studiare ancora la natura dei due coefficienti H, e K, e di cono- 
scere di più, come essi possano decomporsi in fattori, il che in fine ci condurrà a 
scuoprire la forma generale dei fattori, ne’ quali è decomponibile lo stesso trinomio 
Hy*— Gy?+ K: una tale ricerca deve ripetersi in parte dalla sostituzione di quei 
valori reali di p, q in funzione delle quattro radici «, 6, y, 0, e per i quali ha luogo 
la trasformazione di sopra indicata. 

7°. La simmetria dei valori di H, K, rispetto a p, eg ci permette di fare questa 
riduzione in uno solo dei due coefficienti. Riprendasi per esempio il valore di H, ed 
osserviamo, che esso potrà scriversi sotto la forma 


H = 8p?+ 4Ap + 2B + 4pq + A(p + q) 


e negli ultimi due termini si sostituisca 


A=-(+B+y+ 3) 
e per pg, ep + q i valori di già stabiliti al parag. 4°., vale a dire 
(aß — 79) _ By + 9) — yd(x +6) 
A ER eg ~  a+tp—y—d 


sì troverà 
2(aBy + «Bd — ayò — Byd + y°d + y0°— a°B — af?) 
x +B— y —0 


ove si vede che il numeratore è il prodotto del denominatore, preso con il segno 
* 








4pq+A(p+9)= 
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contrario con la quantità 2(¢8 + 79); quindi sarà 
Apq + A(p +9) = — ef + 79) 

Sostituito questo valore nel secondo membro di H, si avrà 
H = 8p°+ 4Ap + 2(B — of — yo). 

Pongasi in fine per A, B, il respettivo valore 

A=_-(a+B+y+0), B= of + ay ad + By t+ Bè + y, 

si vedrà che il secondo membro della H è decomponibile nei due fattori 
-3E+A, poy +9 

dopo aver fatta la divisione per 8, e perciö 


H = 8(p = (e + 9)(r 30 a ) 


Nella stessa guisa si trova 


Kk = 8(7— $e + 8)(a— 0 + à). 


Se dunque si ponga per brevita 


1 
et, += 


= 


avremo 


H = 8(p—w)p— +), K=/8(g— lg» 
“ai quali dovrà sempre congiungersi il valore di G determinato dall’equazione 
H+K=G+8(p— q)° 
d’onde per la sostituzione 
G=3$[p= 6) pb EP Q = agi (Bu 
il quale si potrà anche ridurre a 
= 8[d-#p-)+p—-w(4—->)]. 
Di qui si trae, che i fattori del trinomio 
Hy*— Gy?’ + K 

moltiplicati per 8, saranno 

Ure id Am LEE ie 
e si avrà identicamente 


Hp Gy+K=8|(:-9+@—aw)(-1+0- 0 )] 
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Volendo ora sostituire questo valore nell’integrale denotato per V, e riportato alla fine 
del precedente paragrafo 6°., dall’estrazione del radicale , scomparirà nuovamente il 
moltiplicatore 8, e si hà 
vee | Pe: SENDER | 
Ve=g+P- py] — 9 + (p— Hy] 
Ridotto l'integrale a questa nuova forma, permetterebbe anche di poter discutere tutti 
i casi, nei quali esso, è sempre riducibile alla forma trigonometrica di sopra indicata: 
come evidentemente si scorge dalla forma dei fattori; l'esame di tutti i casi viene a 
dipendere dai valori o reali, o imaginarii delle quattro radici «, 8, y,d: ei piacerà 
piuttosto di far vedere come questa discussione si possa far dipendere immediatamente 
da una certa equazione ridotta del terzo grado, per le radici della quale noi potremo 
esprimere le quattro quantità 
BES aos MIT drv Bia 
Questa riduzione, e discussione è stata fatta dal Sig. Plana nella memoria di sopra 
citata, e che noi verremo brevemente ad indicare. 
8°. Dalla risoluzione dell’equazioni di quarto grado si sa, che le quattro radici 
a, ß, y, 9 di un'equazione 





a+ Ax°+ Ber° + Cx + D — 0 
dipendono dalle radici di un’equazione ridotta di 3°. grado 
v— Bv°+ (AC — 4D)v + D(4B — A’) — C°=0. 


m 


Le radici v', v”, v” sono espresse per «, GB, y, 0, dai valori 

v= ay + Bd, v= oB+ 70, = ad + By. 
Ciò posto riprendansi i valori di p, q ottenuti al parag. 4°., e vediamo come le loro 
diverse parti componenti possano esprimersi per le tre radici v', v”, v”, e per alcuni 
dei coefficienti A, B, C, D : così per il denominatore comune « + 6 — y — 0, si 
avrà dall’elevazione al quadrato 


(2 + B —y— 0d)°=a°+ B+ y°+ d°+ Yoh + 279 — 2ay — 2ad— 2By — 269 
e che avuto riguardo ai valori di.A, B, e v” si potrà porre sotto la forma 


(a + 6 — B— 0) — A°+ 4v' AB. 
a + 6 —y—d —V(A + 4Av"— AB) = 2(u — »). 


Ed i valori anche di p, e v, cioè 


Di qui 


1 


Hae eth, >1+09+9) 


2 
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porgeranno facilmente 
hy = — A+ VIA AB), 4 = — A— VA’ 4° AB) 
d’onde si vede, che i valori di Au , Av saranno le radici dell’equazione del 2°. grado 
+29 = 4v"— AB. 


Con la stessa facilità potremo calcolare il numeratore delle medesime p, q; così per 
la differenza dei prodotti «8 — yd, avremo identicamente 


(28 — 79)” (aß + y9)°— AaByd 
o ciò che torna lo stesso 
(«8 — y9) = v"° — AD 

d'onde 

aß — yd = Viv m— 4D). 
Infine per la quantità che trovasi sotto il vincolo radicale dei valori di p, q ripren- 
dansi le tre espressioni di v', v", v”, e da esse ricaveremo con gran facilità 

veve y) PEN Oe CTI 
d’onde si trae 
Wann) Cr) ia) 


ed i più volte citati valori di p, q per queste o parziali o totali sostituzioni diverranno 


PREGI a e 


2(u — ») 2(4 — >) 
od anche 
VO —AD) + V0" —v")(0"—v) _ Vv" —4D) — Vv" — 0) 0" 0) 
V(A?+ 4v"— AB) V(A?+ 4v"— AB) 


Stabilite queste differenti espressioni, poniamo per brevitä 


M=2—g, N—p—p, P=vy eo pro 


per cui si abbia 


v= | aS 
e cerchiamo dietro le traccie del Sig. Plana la somma, e la differenza dei prodotti 
M.Q , P.N, non che il prodotto dei quattro coefficienti, e tutto in funzione delle tre 
radici v', v”, v” della ridotta. Cosi per la somma, e per la differenza si ha 


M.Q +P.N=(— gp — » + (p — He — 9) 
M.Q — P.N = (% — q)(p— ») — (p— p)(v — 9) 
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le quali divengono 
M.Q +P.N= (p + q)(u + v) — 2pq — Quy 
M.Q — P.N = (p — q)(u — ») 


ed osserviamo anche per i valori di p + g , pq si può avere come dal parag. 4°. 


By‘ __ By +) — yöla + P) 
Li be ei EAM DE or 
quindi osservando che 2(u + v) = — A, sarà dalla sostituzione 
ZE È gia 2) 
Mo + PN AIA 0) — Bree + 8) ,, 


2(u — ») 


Se nel secondo membro si prendano per fattori comuni «8, yd, si vedrà facilmente, 
che l’espressione resta divisibile per 2(u — v) d’onde si trae 


M.Q + P.N = 08 + 7d — Qu. 


4 


Sostituiamo in fine i valori di a mile + 6) e di » — a + 0), e diverrà 


1 
M.Q + P.N = of + 76 — | (ay +36 + cd + fo) 
ossia 
4 RR lose emer tl 
MQ+P.N=v— > (0 + 0") = DL 


Come pure per la differenza si avrà 
M.Q — P.N = V(v"— sv v). 
Di qui i valori 


ot ey 0" Vo v")(v"— v') 


M.Q ” 
REI, ine Vi ars Vo i v 
PN =? vV+ v'— v 7 (v"— v™)(v v) 


Infine dal prodotto si ricava facilmente 
16M.Q.P.N =(v'—v")’. 
Fra le quattro quantità M, N, Q, P sussiste la relazione 
M+N=P+Q=p—gq 
d’onde dalla moltiplicazione 


MP +P.N + M.Q + N.Q = (p — q)° 
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dalla quale potremo dedurre 


: dio ve jt v" 
MP+NQ= (p —q) nia ni 


Stabilito il nesso, che passa fra le tre radici v’, v", v” della ridotta, ed i prodotti 
dei coefficienti M, N, P, Q vediamo come dai differenti casi, che possano aver luogo 
per la realtà, od imaginarietà delle radici v’, v", v” sia sempre possibile la ri- 
duzione dell’ integrale alla consueta forma trigonometrica delle funzioni ellittiche di 
prima specie. 

9°. Fatte le moltiplicazioni dei due binomi si avrà 


Ne il LA ac TL cdi 
VON + (M.Q-+N.P)y" + PM 
e si ponga generalmente 


LT 


y = H tang. À 


ove H sia una indeterminata da calcolarsi : si avrà primieramente 


ane H dé Hd 
— 2cos to 1 + cos.g 
ed insieme 
a Hsen 59  H°(1 — cos.9) ©... Hf(2 — 2 608.9 — sen 4) 
TE cos io À + cos. HA (1 + cos.9) 


per cui pel trinomio abbiamo facilmente 
Q.N.y*+- (M.Q + P.N)y’+ P.M 
__2(Q.N.H' + P.M) +2(P.M_Q.N.H*)cos.9+[(M.0+P.N)H°—Q.N.H'—P.M sen + 
(1 + cos.9)° 


Annulliamo il coefficiente di cos.g, per cui si abbia per il valore dell’indeterminata 
H, l'equazione 


P.M — Q.N.H'= 0 
| eg pari PM 
Von ee VF 


et ee 
VIQNyi+ (M.Q +PN)y + P.M] 


ossia 


donde si trae 





Sei oe eee ener 
J [4VP.M.Q.N at (M.Q + ANE 2VP.M.Q.N)sen®g] 
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Soslituiamo ora i valori dei prodotti P.M, P.N, espressi per le radici v', v”, v" si 
avrà 





dy ay 
| [Q.Ny'+ (M.Q + PN)y + P.M] zz Viv— 0” + (v’— v)sen’g| . 
Poniamo di più 90 — 9 in luogo di 9, e per brevità 


Y= (M + Ny)(P + Qy’) 


ja = (v"— 1’)cos°g] 


Fe LP 2 oy er FIRE 
Frs 


ove per il modulo c si ha l’equazione 





si avrà 


ossia 


> pis v 
Ge = 





ya yl” 


la quale sussiste per c < 1, mentre le radici disposte per loro ordine di grandezza 
danno v’— v’' < v"— v”. Che se si richiami di più : 


X = x'+ Ax°+ Ba’+ Cx + D 
e secondo la notazione di Legendre pongasi 


A = V(1 — c’sen’o) 


de Rena i do 
VX Fr V(v"— v") A 


p+ q Htang.(; x — 5 9) 
1 + Htang.( nr — $9) 


si avra 


ove si ha la relazione 


Ned 


e ci si soddisfa per valori reali di p, q, H, V{(v"— v”) tutte le volte, che l’equa- 
zione X = 0 abbia tutte quattro le radici disuguali reali, 0 immaginarie. Osservando 


poi che per il valore di 
m VEE _ VP.M.Q.N 
Q.N VQ.N 


ce 
2VQ.N 
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= 
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se ne dedurrà il valore dell'angolo 9 espresso per x, vale a dire 


tang.(t x — 39) =2 (eta) 





wW—v")\2—gq 


10°. Esaminiamo gli altri casi ES la riduzione alla medesima forma, e suppo- 
niamo che due delle tre radici v', v", v” della ridotta siano immaginarie. Pongasi 


y cos LE 
= 9 nn 

\ Q 
si otterrà facilmente 


SUR ee RAI dg 
VY V(N.P—M.Q) i N.P È 
— ——— sen 
wm) 
Qui supponendo le tre quantità M, N, P, positive, e Q negativa, si avrà primiera- 
mente un valore reale per y, quindi sarà ancora << 1 il coefficiente di sen’g, e ri- 


chiamando a memoria i valori di M.Q + P.N, ed MQ — P.N nel parag. 8°. con- 
verrà attribuirgli alla seconda il doppio segno = del radicale, e scegliere i valori 





M.Q a P.N BI v" — À (v' ie v”) 
M.Q — P.N = — V(v'—0)(v"— 0. 


In questa guisa i prodotti MQ, PN nello stesso paragrafo 8°. si reciprocheranno simul- 
taneamente per cui 





ZA. N.P 
TNO-MO 
diverrä 
2 9" — (v' + v") Sa n (v” Ra v'}(v"— v") 
4V( (v"— v') 07) 
d'onde nella supposizione di 
P 
y = COS 9 TTD Pare M>0, NUS Deal 
pP 
p+gq cos 9\/ — ID) a ao 
T— measly... py} , cos ¢ = — ; vn 
4 + cos 9 == Q 


si ha 
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mf 
a 


dr 1 dg 

Tim y= =, 

VX resa] A 
Nella stessa ipotesi delle due radici immaginarie della ridotta si potrebbe fare per la 
riduzione alla forma trigonometrica 


d’onde 


sa Us : de 
VY vmQ-P.N) \/ M.Q i 
4 — — sen 9 
M.Q—P.N 
Qui converrà prendere M, N, Q positivi, e P negativo, ed allora come dal citato pa- 
ragrafo 8°. si prenderà 
1 
MQ+P.N= v’+ > (v'+ v") 
M.Q—P.N = Vio" vw 7) 
e si avrà sempre per c° coefficiente di sen’ il valore di sopra, e < 1, cioè 
324 + Aa 
A (v" — v")(v" — v) 
E qui supposto 


1 P 
LV M>0, N>0, Q>0, e P<0 





x 


P 
COS ® + VEL RT 
ER VO ua P 
N 
? + Q 


e si avrà egualmente 


dx 1 dy 
— € = EP EURE 
VX V(v"— v'}(v"— v”) A 
Questi sono tutti i casi che possono incontrarsi in siffatta trasformazione lineare , il 


modulo come si è veduto potrà sempre esprimersi in funzione delle tre radici v', v”, v” 
della ridotta, il che disimpegna dal conoscere le quattro radici a, 6, y, à della X=0. (*) 


(*) Queste ricerche furono da me intraprese fin dal principio del 1856: e diverse circostanze ne im- 
pedirono la pubblicazione fino a questo punto. 
Re 
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NEE VEO 8 Be 


SUR LA PROBABILITE DES ERREURS DANS LA SOMME 
OU DANS LA MOYENNE DE PLUSIEURS OBSERVATIONS 


PAR LEP. M. JULLIEN S. J. 





Je considère plusieurs observations de même espèce, dans lesquelles la probabi- 
lite des erreurs suit une loi connue, et cherche la loi de probabilité de l'erreur qui 
affecte 1% somme ou la moyenne de ces observations. 

Il est un genre d'erreurs assez étendu qui jouissent de la double propriété de 
pouvoir prendre indifféremment toutes les valeurs comprises entre deux limites déter- 
minées égales et de signes contraires, sans que l’une de ces valeurs soit plus pro- 
bable que l’autre; et de ne pouvoir jamais dépasser ces limites, pourvu, comme je 
le suppose, que l’observateur soit toujours également attentif et également habile. 
L'étude toute spéciale de l’erreur qui affecte la somme ou la moyenne d'observations 
sujettes à des erreurs de ce genre, forme comme la première partie de ce Mémoire. 
Je reprends ensuite la question des probabilités moyennes sous un point de vue plus 
général, suivant une des méthodes employées par Laplace; je généralise et simplifie 
cette méthode de plusieurs manières, et l’applique a divers exemples dignes d’intéret 
et au calcul de certaines intégrales définies. 


Il n'est point rare que l'on ait à considérer des observations où, parmi les diffe- 
rentes sources d'erreurs qui s’y rencontrent, l’une d'elles produit une erreur dont la 
probabilité est constante entre deux limites égales et de signes contraires, et nulle 
au-delà des ces limites. Ainsi, lorsqu'on lit un angle sur le limbe d’un instrument , 
on peut en général, des deux divisions du vernier entre lesquelles se trouve le point 
de coïncidence, choisir celle qui est la plus rapporchee- de ce point, mais on ne peut 
pas ordinairement atteindre une plus grande précision. Il en résulte que, si l’on nomme 
2a le nombre de secondes dont different les ares correspondant à deux divisions con- 
sécutives du vernier, la lecture de l'angle sera affectée d’une erreur comprise entre 
— a secondes et + a secondes, qui sera tout-à-fait arbitraire entre ces limites , de 
telle sorte que parmi le nombre infini des valeurs qu'elle peut recevoir l’une ne sera 
pas plus probable que l’autre. De même, quand un astronome observe dans l’instru- 
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ment des passages l’appulse d’une étoile aux fils du réticule, il se contente de noter 
les dixièmes de seconde de temps;*car il peut au plus être certain que l’erreur dans 
l’estimation de l’époque de | appulse à Pun quelconque des fils ne dépasse pas un 
demi-dixieme de seconde; mais entre ces limites = 0.° 05 toutes les valeurs de l’er- 
reur sont également probables. 

tl s’agit de calculer la probabilité d’une erreur donnée, dans la somme on dans 
la moyenne de plusieurs observations de ce genre, en faisant abstraction de toutes 
les autres sources d’erreur qui peuvent influer sur le resultat. 

Je partagerai d’abord l’amplitude de l’erreur possible à chaque observation en un 
nombre quelconque m de parties égales, et supposerai que l’erreur soit nécessairement 
composée d’un nombre entier de ces parties; en sorte que si lon nomme 2a | am- 
plitude de l'erreur possible, l'erreur aura l'une des valeurs 





m 2a m 2a 2a 2a 2a 2a 
—— —.—{--1j:» EI DIO, EBBE TCS » 0, + —, +2—, +... - 
3 m 2 m m m m m 
at m 1 2a Er m 2a 
beni ga Fata N | ila | 
2 m 2. om 


si m est pair ; 
et l’une des valeurs 


m 2a (3 1). ed 19a 179% 3° Ya 





2 


me 
> SIR 


g 00000 — — 5 5 


2m 2m IR m Mo m 


s yg 


m 1 2a m 2a 
“à (3 m’ 
si m est impair. 
Puis supposant que l’on ait fait un nombre quelconque n d’observations, je calculerai 
la loi de probabilité des erreurs possibles dans la somme de ces observations , ou 
dans leur moyenne. Cela fait, il suffira de faire croître m indéfiniment , et à la li- 
mite la loi de probabilité obtenue sera celle des erreurs possibles dans la somme ou 
dans la moyenne de n observations, lorsque l'erreur de chaque observation peut ad- 
mettre indifféremment toutes les valeurs en nombre infini qui sont comprises dans les 


limites = a. 


6 


Co . 2a 
Remarquons avant tout calcul que la probabilité d’une erreur 2 — dans la som- 
On . 24 
me de n observations est égale à la probabilité d'une erreur 2 — dans la moyenne 
7 mn 
de n observations. Nous obtiendrons done par un même calcul la loi des erreurs dans 
la somme et dans la moyenne. 
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ANSA . 24 
Observons en second lieu que la probabilité d'une erreur Noes dans la somme 
de n observations, lorsque l’erreur de chaque observation est comprise entre — a 
2 
reur de chaque observation comprise entre 0 e 2a. 


D’aprés cela la question qui se présente d’abord a résoudre revient a ce probléme 
de la theorie du jeu aleatoire : On jette au hasard sur un plan n des égaux terminés 


na mn \2a 
et + a, est égale à la probabilité de l'erreur (> + In quand on suppose l’er- 


chacun par m+1 faces parfaitement symétriques , marquées respectivement des nu- 
méros 0, 1, 2, 3, .... m; et l’on fait la somme des chiffres correspondants aux fa- 
ces sur lesquelles les des s’arretent. Quelles sont les probabilités relatives des nom- 
bres que l’on pourra obtenir de la sorte ? 

Il résulte des premiers elements du Calcul des Probabilites que la probabilité de 
la sortie d’un nombre k est proportionelle au coefficient de 2% dans le développement 
de la puissance 


(1) (L'H2 Ha mer + 27)", 


Done tout revient à calculer la loi des coefficients successifs de ce développement or- 
donné suivant les puissances de x. Or les relations connues, qui lient les coefficients 
d’un polynome aux sommes des puissances semblables des racines de ce polynome 
égalé à zéro, conduisent à une équation remarquable entre les coefficients de 2 dans 
le développement de la puissance (1), et par suite font connaître la loi des coeffi- 
cients successifs. 

On sait que la somme des puissances p des racines de l’equation 


(2) si — 0 
est nulle lorsque l’entier p n'est point un multiple de m + 1, et qu’elle est égale 
am + 1 lorsque p est un multiple de m + 1. Or le polynome 
pn gta I no be 
est le quotient de 2"*!—1 par z—1 ; done les racines de l’équation 
(3) PATER, RES ye MT 3 A =D 

sont celles de l'équation (2), excepté la racine 1 qui appartient à l'équation (2) sans 
appartenir à l’equation (3). Il en résulte que la somme des puissances p des racines 
de cette dernière équation est égale à m ou à — 1, suivant que p est ou n’est pas 


un multiple de m + 1. 
Les racines de l'équation 


(4) (27H 2771 +... +2 + 1)°=0 
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ne sont autres que les racines de l’équation (3) répétées n fois; done la somme des 
puissances p des racines de l’équation (4) est égale à — n quand p n’est pas un 


multiple de m + 1, et est égale à nm quand p est un multiple de m + 1. 
Ceci posé, entre les coefficients de l’équation (4) mise sous la forme 


(5) op 2 A, nai A, 2 Nahe 


et les sommes S, , 8; , 
cette équation, on a les relations 


StA,=0, 


Den ari A, e ae! + A, SET RA Dar 


Si l’on résout ces équations par rapport aux coefficients successifs A,, A,, .... 
après y avoir remplacé les sommes des racines par leurs valeurs, on trouve d’abord 


très-aisément les valeurs 


n +1 


À, = 5 


’ A,= À, ; 


=|= 


Les relations qui donnent Am: , Ama > 


moindre indice sont 


—RA+A, + A, +. 


NT... Sinn des puissances 1, 2, 


Sa PAS + 2A;—0, 





GERA 


i re we AL | 


St + A, 8, + A,S, + 3A; — 0, 


ane ee == 0) 


n + m—1 
m 


2m1 


. + Au) + mA, — 0, 








—n(—m + A, + A, + ....+A,) + (m + LA: = 0, 
—n(1 — mA, +A, +.... + Anas) + (m + 2A, 0, 
—n(l + — mA, + A; + .... + A.) + (m + 3)A,,.3 = 0, 
ett. . 
On en tire 
n+m m + 1 
| he nr PA er far TE aoe (1 war 0) , 
n+m + m +1 
Axa su Po AGGA Rios e PA 9 (A, soba 1), 
n+-m-+ 2 1 
LE ss TREE Celi ASTE rr an St (A, A,) ? 
n + 2m m + 1 
23 er er pred À, za Au. ° 
RR Im pre 4 AL n Im +4 ( / 1) 


.., mn des racines de 


en fonction des coefficients de 
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De méme des relations 
—n 1 HA, +A, +0 + Ang — MA + Angi +... + Asm) + (2m + 1) Au 0; 
—n(—m+A,+A,+...+A,,— MA, + Ange + ee + A.) + (am + 2)Aa maga 
EE pany) A e I SR BuO co sog: 
—N(A+A,— MA, +A3+ + Ama MA 43 + Amey HA) + (2m A) Ay, 0, 
etc. . 


on tirera 


n + 2m +1 m + 1 
+29 Ur Sn A E VE 2m I =; n EEE 1 Fer 0 An ur A, ? 
A mn) 2(m + 1) È 2(m + 1) ( Amt ) 
n+2(m+1) m + 1 
ER Terz 2(m+1)+1 ALT (A; —1+A ut Az) ’ 
n+2(m+1)+1 | m + 1 | 
Azmpı)ye = am ee Anne A A Da ce ni 


eic. 


On reconnait facilement la loi constante suivant laquelle se forment les relations qui 
nous occupent : elle est exprimée par la formule suivante 


ALTA i 
Amy EE ae 1)+-M—! 
n+i(Mm+1)+p—_1 n(m+-1) 
(6) An) — im LIV mer i(m+ 1)-+p dpt 


HA Nm) Ara OR HI) pi 


dans laquelle 2 est un nombre entier qui peut être nul, et » un entier moindre que 
m + 1 qui peut aussi être nul; en outre on devra remplacer A, par l'unité, et A_ 
par zéro. 

Si l’on substitue z—1 à 2 dans la formule (6), on obtient une nouvelle équa- 
tion dans laquelle figure la somme 


A, = An bi Anat) ee fg Am) Een ni Anim tie ie Ala APE 


qui fait aussi partie de la relation (6); éliminant cette somme entre les deux rela- 
tions indiquées , on trouve une nouvelle relation entre les coefficients Aj,...).4 > 
ATTI ? ss Gram meal ie aN ’ Agen Geer qui, quand on pose 


m+-1=—m, 
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peut s’eerire 
- a i | | 
(7) (zm +p) (A fc pu Aint saat ) ==|(i—n Pe L)m’+ ve |[ Ames — Air m’ u—1 | 
si (n Al ) ARR, ay Ag, yl ate u— ii 

ou, plus simplement, en désignant par A, le coefficient du terme qui en a k avant 
lui dans l’équation (5), | 
(8) k(A;—A;_,) RUE: [ (n-++-1)m’—k] (Ag nt An) + (n—1)(Az_; Ana) 
C'est l'équation que j'avais en vue d’obtenir. Elle s’applique à tous les coefficients 
du développement de la puissance (1); et, comme elle est susceptible de donner la 
valeur de ces coefficients de proche en proche, il s’ensuit qu’elle renferme toutes 
les propriétés de ces nombres. 

Ainsi elle exprimera en particulier que dans le développement considéré les coet- 


ficients des termes à égale distance des extrêmes sont égaux. En effet, si l’on con- 
sidere les coefficients 


ASSI ’ Au ? en ’ en ? 
ou 


ART ’ Ar ’ An ’ Ar ’ 
qui sont respectivement équidistants des extrêmes avec les coefficients 
A, ’ A ’ Aron ’ APT ’ 
l’equation relative à ces coefficients est 
' 
[(n a 1)m'—n — k + 1] U et sn > A] Ta 
(n-k+1)(Annnksi e Ar) ar (n I N Leer. IR Ak 3 
et elle devient identique à l’équation (8), quand on y remplace les coefficients qui 
y figurent par les coefficients à égale distance des extrêmes. 


IL. 


Actuellement je ferai converger m vers linfini, n restant fini; et je chercherai 
la courbe dont l’ordonnée y, correspondante à l’abscisse æ—kdx, est proportionnelle 
à la valeur limite du coefficient A, de 2‘ dans le développement de la puissance 

A+2+2°+.....+32”)”. 

Soient — a et + a les limites de l’erreur possible à chaque observation. La quan- 
tité ydæ sera proportionnelle a la probabilité d’une erreur comprise entre na—x et 
na — x + dx dans la somme de n observations, et l'aire de la courbe comprise entre 
les coordonnées correspondantes aux abscisses x, et x, sera proportionnelle à la proba- 
bilite d’une erreur comprise entre na—x, et na—z,. 
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La courbe cherchee a pour équation differentielle la formule limite vers laquelle 
converge la relation (8). Je reprends donc cette équation (8); je la divise par k, et 
représente l’équation finie de la courbe cherchée par 


y = fiz). 
Alors, observant que mdx est égal à 2a, j'ai à la limite 


(n-+-A)m’—k 2(n + 1Ja—x 
k us x - i 


n—1 n—1 
Arm ET Areas = f(x ca 2a)dx > k Dex “IL 


Ar — Arm = f(x) — fix — 2a)=y— fix — 2a); 
en sorte que l’équation (8) devient à la limite 


2n+1)a—x, 
putes 


A,—A,, = f'(x)dx si dy ’ 


da, 





fe _ 2a) [te = 0. 





n—1 
Cette équation est linéaire par rapport à y et à dy, quand on suppose connus 
fix—a) et f'(t—a); son intégrale est done 


(10) yoo Ic | [2(n-+-1)a—a] f(c—2a) + (a —1) f(@— 2a) | 


, 


x" 





C désignant une constante. . 
Depuis x = 0 jusqu'à a = 2a, f(x—2a) et f'(x—2a) sont nuls, car une er- 
reur plus grande que na est impossible; donc entre ces limites 
(11) DA EI GE RE 
Depuis x = 2a jusqu'à x = 4a, d’après l'équation précédente, 


f(x — 2a) = C(a — 2a)" 
et 
Sie — 2a) = (n — 1) C (x — 2a); 
done entre ces limites | 
pa (0. — 2C(n—1) pa (E ae ) 
ou bien | 
y = C2"! — Cn(x — 2a)". 


D'ailleurs, comme cette nouvelle expression de y doit coïncider avec l’expression (11) 
pour æ—2a, on a C,—C et, par conséquent, entre les limites æ—2a, æ—4a, l’é- 
quation de la courbe est 
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(12) ‘ y=C|[e- n(x — 2a)"7]. 
Depuis x = 4a jusqu'à x — 6a, 
fix — 2a) = C[(x — 2a)""— n(x — Aa)" ], 
et 
f(x — 2a) = (n — 1) C[(x — 2a)"-?— n(x — Aa)"?] ; 


par conséquent, entre ces limites, 


n—1 


YET 








C, —2C(n a tina feta ae Al} tel 3 


Effectuant l’ integration , et observant que la constante C, doit être égale à C afin 
que. la valeur de y se réduise pour x = 4a à celle que donne la formule (12), il 
vient 


13) y= E= — > (x — 2a)" + N n= ty | 1 


La loi suivant laquelle procèdent ces valeurs de y est manifeste. On aura générale- 
ment entre les limites x = (2 — 1).2a et x = 2.20 








al) y= Cat — = (a 2a nA) — er 
n n—1 n — (2—2 tor 
Zar Te... EN alia] ’ 


formule dans laquelle on prendra le dernier terme avec le signe + si 2 est impair, 
et avec le signe — si 2 est pair. 

Il est facile de s’assurer que, si la loi est vraie pour la valeur de y qui corre- 
spond aux valeurs de x comprises entre (2—2).2a et (:—1).2a, elle sera vraie pour 
la valeur de y correspondante à l'intervalle suivant, savoir depuis x = (2 — 1).2a 
jusqu'à x = 2.2a. En effet, pour former cette seconde valeur de y d’après la for- 
mule (10), on aura dans la quantité 


[2(n + 1)a — a] f(x — 2a) + (n — 1) f(x — 2a) 


d’abord tous les termes qui ont servi a former la premiere valeur de y, et en outre 
le terme correspondant au dernier terme de cette première valeur de y, savoir 


n n—1 n— (i—3) 


ib [2(n+-1)a—a] — Sr ln 1) [e — 26 Lal 
+ C(n — 1) + Se i e fe Le 2(i — 1)a}ini ; 


at 
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ou bien 


Ak n— 1 PA (à === dr RS 1) [n = (i bis 2)] [x Es 2 (à bis 1a]: 


Or cette quantité divisée par x" a pour intégrale 


Ro ee JE — Ui — u 


ql A x 





ce qui, étant N par x”, donne précisément le dernier terme de la valeur (14). 
Si l'on rapproche la formule (14) de la formule bien connue 
n n— 


Ara! = (x + nAa)* — a+ (n— Dar) + cri 


on voit que, pour toute valeur de x, l’expression correspondante de y est le produit 
de la constante G par le développement de la difference 


= 
A" (a”% — 2na)"—"*, 


[a+ ( n—2)Ar "—.... tat, 





dans laquelle Ax est egal à 2a, ce développement étant borné aux termes qui con- 
tiennent la puissance (n — 1) d’une quantité positive. J’indiquerai par la caractéri- 
stique A, les différences dont le développement est ainsi borné aux puissances de 
quantités positives , ce qui me permettra de représenter la courbe cherchée par la 
seule formule 

y = CA” (x — 2na)"*. 

Comme je l’ai déjà dit, le rapport de l'aire de la courbe limitée aux deux ab- 
seisses x, et x,, à l'aire complète de la courbe est égal à la probabilité d'une er- 
reur comprise entre na — x, et na — x, . Si done on détermine la constante C par 
la condition que l’aire complete de la courbe, depuis x = 0 jusqu'à x = 2na, soit 
égale à l’unité, la premiere surface sera égale à la probabilité même de l’erreur. 

Observant que le terme général 


n n—1 n — (2 — 2) “A 
3 RE gl te 


fait partie de la valeur des ordonnées qui répondent à des abscisses comprises entre 
2(2 — 1)a et te on voit de suite que l’on aura 


2(n—1)a 2(n—2)a za 
dM n n—1 n 
— = 3 dz — + Fz" di + — PRIE Lt pn Ea 





LOU 1 


o Oo Yo 


20)" UA > 
i fe ya. 73 Way... 








= A" x" (pour Ax — 4) = (2a)". 1.2.3... .(n — 1). 


PURA ED APPLICATA. 85 


Ainsi l’equation de la courbe de probabilité des erreurs est finalement 


1 n n=] 
co FR. ze 


IN. 


On sait que la difference A"x* est nulle toutes les fois que n est supérieur à k; 
il en résulte que la courbe de probabilité (15) se compose de deux moitiés égales 
et symétriques, comme cela devait être. De plus, on s’assurera aisément que la tan- 
gente à la courbe au point milieu est horizontale ainsi qu’aux deux extrémités. 

La courbe n’est point analytiquement continue; mais elle se compose d’ares de n 
paraboles de degré n — 1, qui ont à leurs points de jonction un contact de l’ordre 
n — 2, en sorte que le raccordement est parfait. J'excepte ici le cas de n= 2, 
pour lequel la courbe se réduit à deux droites également inclinées sur l’axe des x. 

Il est commode dans les applications de transporter l’origine des abscisses au point 
qui répond à une erreur nulle, et de conserver la même expression de y quand le 
signe de l'erreur correspondante vient à changer. Pour cela il suffit de changer dans 
l'équation (15) la lettre x en na, en faisant correspondre le signe — aux abscisses 
positives, et le signe + aux abscisses négatives. On obtient ainsi la double équation 


1 
22 Ar —= PN n—t 
E TERRE SNA me eae a 


c’est-à-dire que l’on a 


(16) 


ee 
1.2.3... .(n — 1)(2a) 


n—1 
9 


(17 [ prtna)"" — —[F2+n—2)a]" 





++ [= e+ (n— Mal" —........ | 
sous ces deux conditions: que la formule soit bornée aux termes qui, pour la valeur 
considérée de x, contiennent la puissance n — 1 d’une quantité positive, et que l’on 
prenne dans chaque terme le signe supérieur ou le signe inférieur suivant que x est 
positif ou négatif. 

+ Dans ce nouveau système d’axes la quantité ydæ est proportionnelle à la proba- 
bilité d’une erreur comprise entre æ et æ + dx dans Ja somme de n observations, 
et la probabilité P d’une erreur comprise entre les limites — da et + éa, est donnée 


par la formule 
Ea 
P==2 | ydx. 


Il est facile de voir que cette probabilité P est indépendante de a; en sorte que 
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l’on peut faire a égal à l’unité dans les formules (15) et (16), et poser 
| PESA 
(18) Pa=2 1 ydı. 
2 . 
Il en résulte encore cette autre conséquence, que la probabilité d’une erreur comprise 
entre les limites — &, , et + x, dans la somme de n observations, lorsque les li- 
mites de I’ erreur possible à chaque observation sont — a et + a, est égale à la 
probabilité d’une erreur comprise entre les limites — ax, et + ax, , dans la somme 
d'un second systeme de n observations, pour lequel les limites de l’erreur possible à 
chaque observation seraient — aa et + ca. En particulier, la probabilité d’ une er- 
reur comprise entre les limites —x, et + x, dans la moyenne de n observations , 
pour chacune desquelles les limites de l’erreur possible sont — a et + a, est égale 


à la probabilité d’une erreur comprise entre les mêmes limites — x, el + x, dans 
la somme d’un second système de n observations pour chacune desquelles les limites 


; a a 
de |’ erreur possible seraient — — et + meee 
n 


Maintenant il est facile d’assigner exactement la probabilité que l’erreur dans la 
somme on dans la moyenne d’un nombre quelconque d’observations tombe entre des 
limites données à volonté, lorsque dans chaque observation l’erreur peut recevoir in- 
differemment toutes-les valeurs comprises entre deux limites connues — a et + a. 

Application a la détermination du temps par Vinstrument des passages. — Je 
suppose qu’un astronome observe le passage d’une étoile aux cinq fils verticaux du 
réticule d’un cercle méridien. Il notera seulement les dixièmes de seconde, et prendra 
la moyenne des cinq époques pour l’époque du passage de l'étoile au méridien, après 
avoir corrigé le résultat des erreurs de niveau, d’azimuth et de collimation. Or dans 
la moyenne on conserve souvent le chiffre des centièmes de seconde qui termine le 
quotient de la division. Cherchons quelle est la probabilité P que ce chiffre est exact, 
en supposant les dixièmes de seconde parfaitement comptés dans les cinq observations. 


Nous avons ici n—5, — 2103015 — FeO, 000 = done (17), (18) 


Pe 6 RE a > 4 — ay") de 
nono ec MST 7 1.2 
La Ein 5 g5_ 5(65_ 55 re OR A 
= gpg 110° 9°— 5(6°— 5°) + 10(2°— 1)] = gang = 0, 29306... 


La probabilité que l’erreur de la moyenne ne dépasse pas un centième de seconde 
serait 


9 i! 5 5.4 11 
EHRE Nu. a Se o 
bi ana I [6 DA AA fie 50 Rn 
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Si l’astronome a observé deux fois le passage de l'étoile aux cinq fils du réticule, 

la probabilité II que dans la moyenne de ces dix observations le chiffre des centiemes 
de seconde est exact, est 





2 I 10 10.9 
cn 1 Le) — (89 —2)9 
À ser [ao a 
11.8 10.9.8.7 381773117 
=: En 29 a — x)9 = — y = 5 Senor 
Fase) ae ask oe ee 928972800 — 041096 
et la probabilité que l’erreur de la moyenne ne dépasse pas un centième de seconde, 
est 
2 ; 10 10.9 
178 TONI e n (Gg)? 
a il [ao her mt un 9 
10.9.8 10.9.8.7 670901248 
n A9 PES ARS Past Li cene homens 
12.3 + 0.5.4 far 92872800 ee 


Si l’on supposait que l'observateur puisse se tromper d’un dixième de seconde dans 
l’estimation de l’époque du passage de l’astre à chaque fil du réticule , la probabi- 
lité que l'erreur de la moyenne ne surpasse pas un centième de seconde serait le 
nombre P dans le cas de cinq observations, et le nombre TI dans le cas de dix ob- 
servations. | 

La table suivante donnera une idée la marche des probabilités des erreurs, quand 
le nombre des observations augmente successivement d’ une unité. n est le nombre 
des observations, et P, est la probabilité que l'erreur ne dépasse pas les limites —2a 
et + 2a dans la somme des n observations. 


A = 2. 
3 
ona 
ni =x0 
16 23 
pe 94’ yo: 
n=4 
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nee 
1 
(A n 7956) 
P,=1056 A, P;—= 1888 A, 
P,= 1682 A, pe 1919 A. 
nm== 0; 
1 
da som)" 
P,=11774A, I 22976 A, 
P,= 19328 A, P,= 23039 A. 
P;— 22317 A, 
Nez, 
A 555560 
Pe 1546924047 De 320380 A, 
P,— 259723 A 4 P,— 322432 A, 
ROS: 


1 
(A = 160060)? 


P,= 2337507 A, 
P,— 3998464 A, 
P;— 4822795 A, 
P,= 5097472 A, 


(gi 


P,— 40084640 A, 
P,— 69413294 A, 
P;— 85160448 A, 
P,= 91121266 A, 


P,— 5154407 A, 
P,= 5160704 A 3 
Die 251609598 


san) 


P;— 92639744 À, 
P,— 92896768 A, 
Ps— 92897279 A. 


(a= 587015800) 


i 763546234 A, 
P,— 1341802496 A, 
P;— 1670469516 A, 
P,= 1807919104 A, 
P;— 1848770420 A, 


Po= 1856907264 A, 
P,— 1857886561 A, 
Pg— 1857944576 A, 
P,= 1857945599 A. 


(Continua). 
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INTORNO ALLA QUESTIONE : 


RIPORTARE IN UNA SUPERFICIE PIANA O SFERICA UNA FIGURA SITUATA IN UNA 
SUPERFICIE QUALUNQUE DI RIVOLUZIONE TALMENTE CHE LE PARTI 
DELL’ IMAGINE E DELLA FIGURA ABBIANO LE AREE 
IN RAPPORTO COSTANTE. 


MEMORIA 
DEL PROF. DELFINO CODAZZI 





Il problema di riportare in una data superficie una figura situata in un’altra pure 
data fu trattato fino ad ora dietro il punto di vista, indicato da Lambert, che l’ima- 
gine e la figura si somigliassero nelle parti loro picciolissime. Lagrange diede la so- 
luzione pel caso di superficie piane e di rivoluzione; più tardi Gauss diede la solu- 
zione generale per ogni sorta di superficie. In questa Memoria intendo di trattare il 
problema pel caso d’una superficie di rivoluzione da riportarsi in una piana 0 sferica, 
e dietro il punto di vista che le parti delle due superficie abbiano le aree in rap- 
porto costante. J] problema, enunciato così, non è determinato ; quindi lo tratto in 
due diversi modi assumendo successivamente una novella condizione oltre quella delle 
aree. 


PARTE PRIMA. 
1. 


Le coordinate rettangole d’una superficie qualunque data, e quelle d’una super- 
fieie che abbia costante il prodotto de’ due raggi di curvatura si ritengano espresse 
mediante i due medesimi parametri u, v. Ora due punti situati nelle due superficie 
si diranno corrispondenti, quando saranno individuati da una stessa coppia di valori 
de’parametri; due lince situate in esse, oppure due porzioni delle medesime due su- 
perficie, si chiameranno corrispondenti, quando ciascun punto dell’una sarà corrispoa- 
dente di ciascun punto dell’altra. Ciò premesso, consideriamo la questione: Riportare 
nella seconda superficie una figura situata nella prima in guisa che le aree di due 
porzioni corrispondenti delle due superficie siano tra loro in rapporto costante , ed 
in guisa che due famiglie individuate di linee ortogonali esistenti nella prima super- 
ficie abbiano le corrispondenti nell’altra pure ortogonali. 

Siano .w==cost., v==cost. le equazioni delle due famiglie individuate di linee ortogo- 
nali esistenti nella prima superficie; x, y, 2 le coordinate rettangole della medesima; s 
Varco d’ una linea qualunque situata in essa ; e si dinotino con apici in alto ed in 
basso le derivate prese ordinatamente rispetto ai parametri u, v. 

Tom. 1. N°. 2. 1858, 12 
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Ponendo 


/ ARE 12 ER, 2 r , 4 2 2 2 2 
(1) CY + Mi SRH Mya 0 CL EU Lans 


ove le m, n sono funzioni conosciute delle u, v, avremo 


| I 2 2 
(2) m (i) + "(Te = 1. 
ds ds 


Si chiamino X, Y, Z le coordinate rettangole della superficie che ha costante il pro- 
dotto de’due raggi di curvatura; S Varco della linea corrispondente a quella d’arco s. 
Ponendo 


(3) ED ZEMENT ZZ ED NX ey ZN 


ove le M,N sono funzioni incognite delle u, v, risulterà 


TON (40) 
(4) tà (3s) aN (7) at 


La condizione concernente l’ortogonalità delle u = cost., v = cost. in questa super- 
ficie si trova espressa con la seconda (3) ovvero con la (4); la condizione risguar- 
dante la costanza del rapporto tra le aree s’esprimerà con la seguente 

(5) MN = g’mn , 
ove g dinota una costante data. 

Si chiami 4° il prodotto costante de’due raggi di curvatura della seconda super- 
ficie, e si applichi alla (4) la formola di Gauss; si troverà 


(6) M, Notes MN 
Ny OAM). m 


Per mezzo delle (5), (6) si determineranno le M, N; di poi per mezzo delle (3) 
si determineranno le X, Y, Z in funzioni delle u, v. 


2. 


Due angoli situati nelle due superficie (x, y, 2), (X, Y, Z) si chiameranno corrzspon- 
denti, quando risulteranno dalle intersezioni di linee rispettivamente corrispondenti. 
Troviamo la relazione tra gli angoli corrispondenti formati dalle due linee d’archi s, S con 
le v = cost. delle due superficie. Chiamando ordinatamente 7, L questi angoli, avremo 


du n dv du N dv 
os I=m —, tangl=— — —M — , tangL = — —; 
(Da at ds 5 im. du casa 2 dS A M du’ 





da cui 
M 


m 
(8) — tang L = — tangl. 
n 


N 
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Determinate le M, N, quest’equazione farà conoscere Puno de’ due angoli, quando 
sia dato l’altro. 
Formiamo anche i valori de’ raggi di curvatura geodetica delle due linee corri- 
spondenti d’archi s, S. Chiamando ordinatamente r, R questi due raggi, avremo per 
nota formola 


9) I el 4. m,C08 I — n'sen l 1 dL MeosL — NsenL 
er mn RES - MN i 


perciò se si dinotano con r,, R,, r,, R, i valori delle r, R relativi ordinatamente 
alle linee v = cost. , uw = cost., saranno 
1 m 1 n' 1 M 1 N’ 


eu a RT RESTE CR SUN 








Osserviamo che ciascun rettangolo infinitesimo formato nella superficie (x, y, 2) 
dalle u= cost., v= cost. si trova rappresentato nella superficie (X, Y, Z) per mezzo 
d'un rettangolo infinitesimo proporzionale ad esso quanto all’ area, ma dissimile da 
esso in generale quanto a’lati. È chiaro che la dissomiglianza sarà tanto minore, quanto 


pe Pw ee MEN NE 

più poco differirà Puno de’due rapporti —, — dalla quantità g ; dimodoche , po- 
mn 

nendo 


M Rel ee NENNT 
(11) oe CAL + A) , per cul AN LL 


sarà minima la dissomiglianza, quando sarà minimo A. La (8) mediante (11) diviene 
(12) (1 + A4)°tanggL= tang!; 


la quale insegna chè, quando A è minimo, è pure minima la differenza tra gli an- 
goli corrispondenti /, L. 


La superficie (x, y, 2) sia di rivoluzione; ed i parametri u, v dinotino ordinata- 
mente l’arco d'un meridiano qualunque contato dal punto in cui l’asse di rotazione 
incontra la superficie, e l’angolo formato dal meridiano qualunque con uno fisso. In 
questo caso è chiaro che la quantità m ha per valore l’unità, e che la quantita n 
esprime il raggio d’un parallelo qualunque ed è funzione di w soltanto. Se la super- 
ficie (x, Y, z) fosse sferica, denominando 2 il raggio, avrebbesi 


4 u 
(13) n — À sen —; 


A 


da cui 
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(14) | fer — }” (1 at). 


Se poi la superficie fosse un ellissoide di rivoluzione, la n sarebbe data da 


i Ww > (1 — Ep 
(15) u - | = dn ; 








2 
VEST, 


ove p significa il semiasse di rotazione e v il raggio dell’ equatore. O anche sareb- 
bero, chiamando e l’eccentricità, © 1° angolo formato dalla normale al meridiano con 
l’asse di rotazione , 


G) 1 À > 
— he sen ® m 
(16) u v(1 € |, SEE mot DR do 5 Na peg 1 i — =} 
è = E va 
° (1—e°cos'o)? 1 — € cos w 
da cui 


slo 


È n v°](1—cos @)(1+°cos w) (1+e)(1—e cos o) 
1 lu = —) ——_—t_———_—_ À log. À > —_°' 
a | a 2 1—-e°cos'o we (1—e)(1+ cos o) 


La superficie (X, Y, Z) può essere, com’é noto, piana, sferica oppure la super- 
ficie di rivoluzione generata dalla linea avente le tangenti di lunghezza costante, se- 
condochè l’unità divisa pel prodotto de’due raggi di curvatura è quantita nulla, po- 
sitiva o negativa, Di questi tre casi considero i soli primi due, quelli cioè nei quali 
ioe Fe 
— è nulla o positiva, 

h 

La teorica delle carte geografiche insegna a riprodurre sopra un foglio di carta 
una parte della superficie terrestre, supposta sferica o tutt'al più un ellissoide di ri- 
voluzione. Quindi se la superficie (x, y, 2) è la terrestre , il valore di n sara dato 


i 1 
dalla (13), oppure dalla seconda (16); nel primo caso pina: Les nel secondo 


À 

MR ET" dinoterà la latitudine; in ambi i casi v sarà la longitudine, / l’azimut. Se 
l’imagine deve soddisfare alle condizioni esposte nel n°. 1, si determineranno, come 
1 
cool 0 9 Z ==> 0. Le 
h 

soluzioni conterranno alcune funzioni arbitrarie, alle quali si potranno assegnare 1 va- 
lori più opportuni sia per riguardo alla costruzione dell’imagine sia per riguardo alla 
destinazione della medesima. Intanto osserveremo essere bene che le linee corrispon- 
denti de’meridiani e de’paralleli terrestri si possano tracciare sopra la carta con esat- 


ivi è stato detto, le quantità M, N, X, Y, dopo aver posto 


PURA ED APPLICATA. 93 
tezza e con facilità, perchè le posizioni de’vari punti si riferiscono sempre ad esse ; 
e quindi conviene che le medesime siano linee rette e circolari. 


4. 


Esaminiamo se una figura situata in una superficie qualunque di rivoluzione possa 
essere riportata in una superficie piana 0 sferica, talmente che le linee corrispon- 
denti de’ meridiani siano geodetiche. 





1 J 
In questo caso dobbiamo avere Ro 0, per cui M=0, come insegna la terza 
[73 
(10). Quindi la M sarà funzione di w soltanto; se si ponga 
u 
(18) | Mdu — U, 
(0) 


ove la U si annulli con w. Segue dalla (5) che anche la N è funzione di w soltanto; 


quindi R,, come insegna la quarta (10), sarà costante in ciascun punto d’una me- 


— 0. le corrispondenti de’ meri- 





desima u = cost. Concludiamo pertanto che, se D 
ı 
diani possono essere linee rette, ed allora le corrispondenti de’paralleli saranno rette 


parallele oppure linee circolari concentriche ; e se è quantità positiva , le corri- 


h° 
spondenti de’meridiani possono essere archi di circoli massimi, ed allora le corrispon- 
denti de’paralleli saranno archi di circoli minori situati in piani tra loro paralleli. 


1 î i 
Quando 7 = 0 e le corrispondenti de’paralleli sono rette parallele, abbiamo 
(19) N = cost. ; M -T n» U= al ndu ; 


in seguito, disponendo l’asse delle X parallelamente ed ‘esse rette, 
(20) X — N, VU, 


ove si sono ommesse le costanti arbitrarie, perchè ciò vale lo stesso che trasportare 
gli assi parallelamente a sè medesimi. Se la carta geografica deve riprodurre una 
porzione poco estesa di superficie terrestre, occorrerà determinare la N in modo che 
la quantità A sia nulla in ogni punto della u = cost. corrispondente al parallelo me- 
dio di quella porzione ; allora indicando con n, il valore di n relativo ad esso pa- 
rallelo medio, avremo 


(21) Ni dus, 


94 ANNALI DI MATEMATICA 


Quando 75 = — 0 e le corrispondenti de’paralleli sono linee circolari concentriche, 
si chiami ¢ il raggio di quella tra esse che corrisponde ad u — 0; avremo mani 
festamente in ogni punto di questa linea 

NT 
N 


er TES PS UE 
N À R, Gy \ 1 





Ciò premesso, la (6) con riguardo alla (5) somministra 


(22) N°= p°+ 2g° | ndu ; 


per cui 


GET 
(23) 2 Mi NN U+p= / + 2g | ndu . 
levee [nd ar [ae = 





In seguito, ponendo 
(24) X= (U + p)cos V, Y = (U + o)senV, 
le (3) daranno 


V=v. 


Qui pure, se la carta geografica riproduce poca parte di superficie terrestre, conviene 
determinare la o talmente che la quantita A sia nulla in ogni punto della linea cir- 
colare corrispondente al parallelo medio; quindi, indicando con «, il valore delle w 
per esso parallelo, si metterà 


“o 
(25) 1/2 f ndu . 
o 


Se poi la carta geografica deve riprodurre uno de’poli terrestri, converrà porre 





er di 


Passiamo al caso in cui lat è quantità positiva. Si chiami h sent il raggio di 
à ; 


quel circolo minore che corrisponde ad u — 0; avremo manifestamente in ogni punto 
di questa linea 


! 


N—h PAT RR. ce A Fe ALR 
sen > ; h tang n M cos — 
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Cio premesso, la (6) con riguardo alla (5) fornisce 


2 2 2 
2 2 N 
N=h Ê _ CS nd) | È 
h lia} 
ne seguono 


na gn . CET pind Be 
Ma » U+0=h Angcos cos = nd), 
| dk 


ae reg u 2 h° 
\/ I (cos i ie rau) 


Pereiö saranno 

















COS Loi = COS + — | ndu , 
(26) U 2 
N — hsen- er A LEE SEP 
h U-+o 
h sen 
h 


Dipoi, facendo 


U+; 


Pecos V, Y = hsen EL sen V, ALE, 








BEN son 


le (15) daranno 
Ver 


Se la superficie (x, y, 2) è la terrestre, e se poca parte della medesima dev’es- 
sere riportata nella superficie sferica, converrà disporre delle costanti h, o talmente 
che le quantità A, A’ siano nulle in ciascun punto della linea corrispondente al pa- 
rallelo medio. Allora per ciascun altro punto A sarà del second’ordine relativamente 
alla distanza da esso parallelo. In generale mediante la prima (11) e la terza (26) 


abbiamo 








U+ o U+ h U+ e 
h sen am (1 + A) = gn; cos ——f (1 + A) + — sen -A'= coso; 
h h g h 
ove © dinota l’ angolo formato dalla normale al meridiano con |’ asse di rotazione. 
Quindi, indicando con U,, ©, i valori delle U, © quando wu = u, , ,sara 


U, + 0 
HT MES 
per cui 
2 Uo 
n 
(28) OES DER cos == cos Wo pia ndu . 
sen 0, h ha}, 


Se poi tutta la superficie terrestre dey’essere riportata nella superficie sferica, occorrerà 
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disporre delle costanti hk, p talmente che l’equatore ed i poli della seconda corrispon- 
dano rispettivamente all’equatore ed a’poli della prima; quindi si faranno 


lo 
(29) a= UP, h= / J ndn , 


indicando in questo caso con u, la quarta parte del meridiano terrestre. Tutto ciò 
vale qualunque sia la superficie di rivoluzione attribuita alla terra. 

Quando si ritenga che la superficie terrestre sia quella d’un ellissoide di rivolu- 
zione, la prima (26) per mezzo della (17) diventa 
x 2 2 2 / / NC \ 
Up p gv {(1—cos w)(1+e cos eS COS =) 
>) 


h PN ASI 1— coso (1—)(1+ cos ©) 











(30) cos 





U+ 0 
h 


utile nell’alta Geodesia; basti su questo punto l’accennare quanto segue. Abbiasi in una 





Questa formola contiene una relazione tra gli angoli , ©, la quale può tornare 


parte della superficie errestre una rete di piccioli triangoli formati con geodetiche , 
dei quali si conoscano un lato in grandezza e posizione, e tutti gli angoli. Il lato co- 
nesciuto sia riportato debitamente nella superficie sferica; ed invece delle linee corrispon- 
denti de’lati incogniti si prendano a considerare archi di circoli massimi tangenti ad esse. 
Questi devieranno da quelle di quantità trascurabili nella maggior parte de’casi; ed ove si 
richiedesse l’esattezza, potrebbe calcolarsi con facilità la deviazione. Dapprima gli archi de’ 
circoli massimi si condurrebbero da’punti del lato già riportato con una direzione indicata 
dalla (12), si determinerebbero le quantità U, v, L relative ai punti di loro intersezione 
mediante le formole della trigonometria sferica, e se ne concluderebbero per mezzo delle 
(12),(30) le ©, / relative ai vertici corrispondenti della superficie terrestre. In seguito gli 
archi de’circoli massimi si condurrebbero da’punti antecedenti d’intersezione sempre con 
una direzione indicata dalla (12), e si procederebbe come sopra fino a che tutta la rete di 
triangoli fosse riportata nella superficie sferica. Allora la posizione geografica si dei lati che 
dei vertici della rete sarebbe conosciuta. Gauss ha già dato una formola analoga alla (30) 
pel caso in cui l’ellissoide di rivoluzione e la superficie sferica debbano avere simili tra di 
loro le parti infinitesime (*); egli ha dato altresì gli sviluppi opportuni della sua formola in 
riguardo a’bisogni dell’alta Geodesia (**). 





(*) V. la Memoria — Allgemeine Auflösung der Aufgabe: die Theile einer gegebnen Fläche auf einer 
andern gegebnen Fläche so abzubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten in den Kleinsten Theilen 
ähnlich wird; — di Gauss. 

(**) V. le due parti della Memoria — Untersuchungen über Gegenstände der höhern Geodäsie ; — 
dello stesso. 
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In generale, quando nessuna derivata della M o della N è zero, e quando le m, n 
sono funzioni qualsivogliano delle w, v, s’ottiene dalle (5), (6) mediante I’ elimina- 
zione della N | 











(M’), | 29° (mn) Peay af CENA | iit ie mn 
eel + wT NT | are: fy? 
ovvero 
| ( M° ) La M (mn), N (ar) + gimn (mn) | 2g mn 
gmn), gmn mn |, M M mn h 





(Questa equazione, ponendo per brevità 


M° 
5 A ER PTT 
g mn 


| ET 2g e 
(D+ :+|(7) +5) ren ha 3 


ovvero; eseguendo le derivazioni indicate ed ordinando, 





diventa 





(III TI TT OT eT) ar + PT + oe T°=0. 





Formo di questa equazione l'integrale alle derivate parziali del prim’ordine, se- 
guendo il metodo esposto dal sig. Prof. Bordoni (*). L’integrale sia 


AMI Ten ay 0 à 


desumendone i valori delle quantità T,, T”, sostituendoli nella (31), ed eguagliando 
a zero il coefficiente della T’, , si trova 


dA \" __mafdA \° da cui di pl 
ng Aa) AMPOULES 


Se_ne conclude mediante l’integrazione 
(32) AMEN ET 2 Bro 00; 


ove B & funzione delle sole quantità notate tra parentesi. Questa equazione riduce 
(31) alla seguente 


(*) Vedi Lezioni di Calcolo Sublime, del Sig. Prof. Bordoni. 
Tom. I. N°. 2. 1858. 13 
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TANT se — 3B + ¢T + tT’ 
dT i 
dB tei 
+ TB— —T DÒ ead — B+ TB + 24,74 + eT? + aie ee 
aT du dv h 


la quale, dovendo sussistere indipendentemente da T', si decompone nelle due 





op (Boop eT 4 tT? = 0, 
d' 
iB ‚dB , dB DI rn 2 m2 y 2 of 
TBS-T = TB eB 4 oT) eT? + Lern, 


La prima di queste, posta sotto la forma 











B 
94 — x 
Bi DEE Te 
pae i u 0: 
Dar 2 
somministra mediante l’integrazione 
3 
(33) a TAC say sr eee es 


ove G è funzione delle sole quantita v, u. La seconda per mezzo di (33) diviene 


1 4 2 t 
: (o Ta TC) + (RC a+), 





DE du dv h° 


la quale, dovendo aver luogo indipendentemente dalla T, si decompone nelle tre 


2 
2 GERS IC 7 C+ A+ 


à Age 
TOI ed C dv at 


h° siva 





Integrando le prime due ed indicando con 4c° la costante arbitraria, risulta 


(34) Cure 
la quale riduce la terza a 
(35) eae (© + Da) = 0. 


Ne segue che la (31) ha per integrale alle derivate del prim'ordine la 


(36) T + TT = ie T° + FT = tT", 
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ove 2— = 1; quando però la funzione data £ soddisfaccia all’ equazione di condi- 
zione (35). 

Col sostituire nelle (35), (36) invece delle T, ¢ i valori loro s’ottengono 


2 


(37) (log mn) + (e+ 1 Jr —0 , g mnM M’M —icgmnM —q'(mn)M—0 . 





k° 


Quindi la difficoltà di riportare, con le condizioni esposte nel num°. 1, in una su- 
perficie piana o sferica una figura tracciata in una superficie data qualsivoglia è ridotta 





a trovare in quest'ultima due famiglie di linee ortogonali u = cost. , v = cost. tali 
per cui la prima (37) sia soddisfatta. In seguito, la seconda (37) per mezzo dell’in- 
tegrazione e la (5) somministreranno i valori delle M, N. 


PARTE SECONDA. 


Si voglia riportare in una superficie piana o sferica una figura situata in una su- 
perficie, che riterremo addirittura di rivoluzione, in modo che siano verificate le due 
seguenti condizioni : le aree di due porzioni corrispondenti delle due superficie siano 
tra loro in rapporto costante ; gli archi de’paralleli e delle linee ad essi corrispon- 
denti, siano pure tra loro in rapporto costante. A questo modo è chiaro che ciascun 
rettangolo piccolissimo formato nella data superficie da paralleli e meridiani, ed il pa- 
rallelogrammo ad esso corrispondente situato nella superficie piana o sferica hanno le 
basi e le altezze rispettivamente proporzionali. 

Le quantità u, v, n, g, h°, s, 1, X,Y,Z,S, L, R conservino i significati della 
parte prima; inoltre siano 


ENTO ASA Ge Lae or XY Yo ZA 6, XP VP +2Z=)J; 
per cui 


(9 du SER og Me do ee CONT ; 
) “\as ds as “Aas). 1: 


La condizione che eoncerne la proporzionalità delle aree s’esprimerà con la 





VERY: 2 
(8) Var — B= gn; 
e la condizione che risguarda la proporzionalità degli archi delle wu = cost, , oppure 
delle v — cost. , s’esprimerà rispettivamente con la 


(4) V7 = 9, 
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oppure con la 


(5) Va! 
Sı applichi alla (2) la formola di Gauss ; risulterä 
(6) Nele FD ch = (BG ee _O, 


ove si fecero per brevità 


A= a,7, 





26y,+ yo) B= ay,— a7 246 49B, 267", 
C = «y — 248, + a}, D=a,- 28 + y". 
Le equazioni (3), (4), (6), ovvero le (3), (5), (6), somministreranno i valori 


delle &, 6, y ; in seguito le equazioni (1) daranno i valori delle X, Y, Z. 


2 


Troviamo la relazione tra gli angoli formati con le v = cost. dalle due linee cor- 
rispondenti d’archi s, S. 

Indicando con 9 l’angolo compreso tra le linee u = cost. , v= cost. situate nella 
superficie (X, Y, Z), abbiamo 


così == BE 
Vay 
Inoltre 
cos L Bra AXES ur ae oh 
ya ds Ve ds Ve dS 
ovvero 
du B dv 
cos ua dsm 2E 35 5 
da cul 
du 
Vorzeit Ara 


Sen Lee ee bot eee 
Ve dS ’ Vay —ß 
Se ne conclude 


cot L = cot 6 +- — 
| Voy — B 
oppure mediante la (3) 

a 


(7) cot L = cot 6 + 3 cot Î. 
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Nel caso in cui abbia luogo la (4), siccome 





Wr = Vay — p°, da cui tra 
così la (7) diventa 


il 
(8) cot L= cot 9 a ary via er 


E nel caso in cui abbia luogo la (5), essa diviene 
(9) cot L = cot 0 + cotl. 


In ambi i casi queste due semplici relazioni permettono di determinare con facilità 
. l'angolo L, quando siano conosciuti gli angoli 1,9. 


3. 


Esprimiamo il raggio di curvatura della linea qualunque d’arco S supposta piana 
mediante le quantità «, ß, y e le derivate loro parziali. 
Disponendo il piano XY secondo il piano della linea, per cui Z — 0, è noto che 
(10) RD PIA nane di di 
R dSdS asas 


Ora dalle equazioni 
dX du dv 


me: 


OT TR Be 


1? 2 ‘ 2 1 2 è 2y 
( X -v(g) % ax, + (SR) RE dt y de 











~ 


dS dS ds dS° ‘dS? 
dY yu dur dv 





er SAS 
del FAUNE du: dv dv \° cd ua d'a 
Sm (=) iS +7) + Wage + La 


si conclude 


dX d’ Y dY d'X wr myn 
as ds as as? A OT 


du 


dS 


3 rali lu\ dv 
> LEP al 9 rat Tr bh ona 
a) Pr in at] (=) ds 


dv \* dv 
11 r Lee Tr LE RE, r 
(11) RN 2 (XV VX" RS) NY. NE) 


me OU AN at bey 
ine E “Se =): 
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Le (1) somministrano mediante la derivazione delle tre coppie d’equazioni 


Do EN Ne 1 
XX" + VY =— a, XX" VV = 6 — 2%; 


Tiyr TINI? 1 ian EA 7 V7 1 4 
SÉRIE XX, + VY, = 7; 


TIN TIN 1 ‚ Tr TW 1 
NX, GT \ a ae Dee ? XX, Dia VAT rover 


dalle quali si deducono ordinariamente le tre coppie seguenti 


TIN nV {ATTO 1 IN eu 1 È TI 
(XY — YX)X" = — al, = (e - 4)! 





XY VX NV = (e = È 2X HA ay 


> i 
TINT TV Ty 1 T 1 NI 
(XY, YUV = al, 37) , 
XV VX) Lg 
(< 4 À) co ae Fr 12 


Wry Tr 7 a T 1 eek VI 
SY VAUX, = (8 — 77) N 


OR ne BE TEN Br 
A YX)Y, #0: SE 7A FE (e Teure 2 )x 3 
Dipoi si formeranno facilmente 


(X'Y,— YX)" — YX") = (e i ) nua 











2 
TIT + 1 1 
XY YAN EX) — (6 a a)- gd, 


RE YA) YA) ey — Fe 
(12) : ; 
(CY, er: VX) (XY er Ya = ia] By’ Vs oF 7%, 3 
: 1 1 
(RY, — YX)RY, — VX) = an — (657), 
) ì 1 i QUE 
RU URN, — YX) = m HB 7). 
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Inoltre dalle stesse (1) si deduce 
(13) REN 


In conseguenza la (10) per mezzo delle (11), (12), (13) diventerà 

(LA 
eta) fer a 
Hasta) nt) 


1 1 dv \° du dv dv du 
| Re nei Ò Bic) a ar à. 
\ +| > ‚(6 2 7) (is) ‘ARG as as? dS ie) 
la quale fa conoscere il richiesto valore della R. 
Per le linee v = cost. , u = cost. situate nel piano sono manifestamente 


ot eae eee ae a PB 31) 


U AV Vere R WIV a7 — & 


4. 


In primo luogo trattiamo la questione: Riportare in un piano una figura situata 
in una superficie qualunque di rivoluzione in modo che siano in rapporto costante si 


(14) 














gli archi de’paralleli e delle linee loro corrispondenti che le aree delle porzioni cor- 
rispondenti di superficie. A questo modo ciascun rettangolo della superficie di rivo- 
luzione, il quale abbia per base un arco picciolissimo di parallelo e per altezza un 
arco picciolissimo di meridiano, si trova rappresentato nella carta per mezzo d’ un 
parallelogrammo, che ha la base e l’altezza rispettivamente proporzionali alle analoghe 
quantità del rettangolo. 


. do i 1 
La questione sarà risoluta mediante le (3), (4), (6), ove si faccia 77 = 0. Le 


prime due forniscono 





(16) Dong, a=g? + 
in conseguenza 


A = Ag'n?n“ È B es A né, ts He Be 

n g° n° 

da. ges È 4 SPP: SE Fidi È, = , EE 
n gn gn gin 


468, — Ag’nn’?, 





C= 4 — 


an 
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per eu | 
aA + 6B + yO = Ag’n’n”. 
Inoltre 
(ay — £°)D = 2g°(68), — 2g'n°8/ + 2g*n?n? + 2gn’n”.) 


Sostituendo nella (6) questi valori, essa diventa 
(17) (BB), — g'n°6, + ginîn = 0. 
5. 


Esaminiamo se la ß dell’ equazione (17) possa essere determinata in modo che 
le corrispondenti de’paralleli siano linee rette o circolari. 


è zero, quando le u — cost. situate nel piano sono rette; 





e ee 1 
E chiaro che la 

R, 
e che la stessa è funzione di w soltanto, quando le u = cost. sono linee circolari. 
La seconda (15) mediante la (16) somministra 


(18) te (m — Te): 


la quale riduce (17) a 
TAN g 
(x) Wuz 


Questa equazione è soddisfatta da sè stessa, quando 
funzione della sola wu , 


(19) R, = g(u + G), 





SL i ar 
=0; e fornisce, quando — è 


1 
R, R, 





indicando con gG la costante arbitraria introdotta dall’ integrazione. 
Nel primo caso la (18) somministra 


(20) = g’nn;v + flu) , 


ove f(u) dinota una funzione arbitraria della wu. Ora, la famiglia delle u = cost. 
situate nel piano s’esprima con 
— aX + bd; 


ove a, b sono funzioni sconosciute della sola u. La terza (1) diventerà 
(1 + a?)X}= g’n? ; 
da cui 
gn 


dr 2 
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essendo F(u) una funzione arbitraria della u, ne segue 


gna 
V1 + ua? 


In seguito alla sostituzione di questi valori delle X, Y la seconda (1) diviene 


Y= .v+ark +5. 





+ alal + =f 


e la prima (1) si decompone nelle tre 


n | NOA GTA À 
a = 0, F(——) + (aF + db) (=) DR I 
1+a VI +a qn 
- JE 
FH (aF + b)? = g + +=: 
gn 
L'equazione a’ = 0 insegna che le w= 0 situate nel piano sono rette parallele tra 
loro ; dimodochè, disponendo l’asse delle X parallelamente ad esse, per cui a = 0, 
le restanti equazioni forniranno 
(21) ule, ee amit ee 
è stata ommessa nel valore di d la costante arbitraria, perchè ciò vale lo stesso che 
trasportare |’ origine dall’ uno lato all’ altro punto dell’asse delle Y. S’ottengono così 


(22) X= gno + F(u) , = the: 














ove la F è funzione tuttora arbitraria, per mezzo della quale può farsi che la linea 
corrispondente del meridiano principale, cioè del meridiano pel quale v = 0, sia una 
linea qualsivoglia data. Se questa linea dev’esser retta e disposta secondo l’asse delle 
Y, si porra F = 0. 

Nel caso, in cui le linee corrispondenti de’paralleli sono circolari, la (18) som- 
ministra, indicando con f(u) una funzione arbitraria della u, 


2 


3 n 
23 = co + | 
(23) Pig (mn us o) fu) 
La famiglia delle u = cost. situate nel piano s’esprima con 


(X — af+(Y—- D) =g°(u+G); 





ove le a, 6 sono funzioni sconosciute della uw. La terza (1) diviene allora 


2 
X, 2, 2 


= NE 
g\u + G 


Tom. I. N°. 2. 1858. 14 
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da cui 


n 
—a= G)sen | —— F ) 
X — a = g(u + G)sen (; SIG v+ )) 
essendo F(u) una funzione arbitraria della w; ne segue 
Y — b= g(u + G)cos ETA F{u) 
mt u + G 
Questi valori delle X, Y riducono la seconda (1) a 
acos(—— v + F bsen(—" v +F)+ (u + GF 
Cc ng À j—— — al a = — ; 
u + G u + G J i 
la quale si decompone manifestamente nelle 


(24) a === 0 A b’ == 0 ; f= g n(u + G)F'; 


in seguito la prima (1) diviene identica. Le due prime (24) insegnano che le u=cost. 
situate nel piano sono linee circolari concentriche; dimodochè possiamo collocare l’ori- 
gine delle coordinate nel loro centro comune, ed allora a= 0, b — 0. Risultano 


così 





u+ G 


n 2 Va È n | 
(25) UNE g(u+-G)sen( re Gut i), Y=ylu-+G)eos(—" v+ Flu): 


ove la F è funzione tuttora arbitraria, per mezzo della quale può conseguirsi che la 


corrispondente del meridiano principale sia una linea qualunque data. Se questa linea 
dev’esser retta e disposta secondo l’asse delle Y, si porrà F = 0; saranno allora 


nv n 
, Y= Me = qn n’ — —— lv. 
g(u+G)c s. p=g ( a) 


‘ nv 
26 X= G 
(26) g(u+-G)sen EG 


u+G 





Si può disporre della costante G talmente che sia nullo ß, e quindi retto l’angolo 6, 
in ciascun punto della linea corrispondente d’un parallelo dato; chiamando u,, No; 7’, 
i valori delle vu, n, n' relative ad esso parallelo, avremo allora 
n 
(27) u+G= Ca ; 
no 
La soluzione particolare, contenuta nelle (26), (27), somministra il modo di projezione 
adottato già da qualche tempo in Francia per la costruzione delle carte geogratiche (*). 


(*) V. Traité de Géodésie. par L. Puissant; Paris 1842; t. 2., Appendice. 
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In secondo luogo trattiamo la questione : Riportare in un piano una figura si- 
tuata in una superficie qualunque di rivoluzione talmente che siano in rapporto co- 
stante sì gli archi de’meridiani e delle linee loro corrispondenti che le aree delle por- 
zioni corrispondenti di superficie. A questo modo ciascun rettangolo della superficie 
di rivoluzione, il quale abbia per base un arco picciolissimo di meridiano e per al- 
tezza un arco picciolissimo di parallelo, si trova rappresentato nella carta per mezzo 
d’un parallelogrammo avente la base e l’altezza rispettivamente proporzionali alle ana- 
loghe quantità del rettangolo. 


1 9 
Risolvono la questione le (3), (5), (6), ove si ponga Fi 0. Si gono dalle 
due prime 
(28) a = ; ee 


in virtù delle quali sono 


A=— a En (o nn + =>) » B= 456, — 48 ( gin - do) 00% 
perciò | 
«A + 6B + yG = 4g°n°n° + Agnn’ßß'. 
In seguito 
(ay — 6°\D = — 2gin’B, + 2g%(nîn + nin") + 29°n°(6EY. 


Per mezzo di questi valori la (6) diviene 


(29) BR 6, + ginn'— 0. 


Vediamo se la ß dell’ equazione (29) possa essere determinata in modo che le 
corrispondenti de’ meridiani siano linee rette o circolari. 


. . . ‘ 1 ‘ 
Se le v = cost. situate nel piano sono rette, la quantità — sarà nulla; se le me- 


| SA CEI | R 
desime sono linee circolari, la = sara funzione di v soltanto. Ora la prima (15) 
somministra x 


3 ARE 
(30) Bao 
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la quale riduce (29) alla seguente 


i en 1 
(31) et 
Se si ritiene An 0, questa equazione diventa 
n'= 0 À 


la quale compete ad una superficie di rivoluzione generata da una retta; dunque le 
v = cost. situate nel piano potranno essere linee rette appena quando la superficie 


di rivoluzione sia quella d’un cono retto o d’un cilindro retto. Se si ritiene — dif- 


R, 
ferente da zero, la (31) si decompone nelle due 
" 2 
R,= cost. > Az TR ’ 
Muhr 
la seconda delle quali compete ad una superficie sferica di raggio —; dunque le 
v = cost. situate nel piano potranno essere linee circolari appena quando la super- 
ficie di rivoluzione sia la sferica, ed allora i raggi loro saranno costanti. 
Consideriamo questo secondo caso, e denominiamo À il raggio della superficie sfe- 
rica, per cui 
u 
(32) Ry 04, n = Àsen—; 
dalla (30) si dedurrà 
u 
(33) 6 = flv) — g° cos Wi 
ove f(v) dinota una funzione arbitraria della sola v. La famiglia delle v = cost. po- 
ste nel piano venga espressa da 
(X — a+ (Y— b)*= R; ; 


ove le a, b sono funzioni sconosciute della v. La prima (1) diverrà 





x” Pr 
ve mandy, 2 ae e > 
a) 
da cui 
(34) X—a= R,sen (7 a F)) ) 


ove F(v) è funzione arbitraria di v; ne segue 


(35) Y— b—R,cos (> — F) i 
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Questi valori delle X, Y riducono la seconda (1) alla 
u u u 
a, cf == F)= b, sen(*; + F) + REF = f — gh cos à: 
la quale si decompone manifestamente nelle tre 
(36) acos F — bsenF =—R,, asenF + bcosF — 0, f=gR.F; 
la terza (1) in conseguenza di queste relazioni diviene identica. Una tra le quattro 
quantità a, b, F, f resta arbitraria, e col soccorso della medesima può farsi che la 


corrispondente d’un parallelo dato sia una linea qualsivoglia data. 
Si riguardi la F come una funzione lineare della v, cioè si ponga 


Vv 


ove la k dinota una costante. Allora 
1 u 
(38) ß = gR, (7 === COS +) D 


quindi l’angolo 9 è costante in tutti i punti della linea corrispondente d’ uno stesso 
parallelo. Le prime due (36) forniscono 


v v 

a = — KR, sen — b = — kR,, cos — ; 

L n k ’ k 
ommettendo le due costanti arbitrarie, il che vale lo stesso che trasportare gli assi 
delle X e delle Y parallelamente a sè medesimi. In seguito le (34), (35) diventano 








(39) X=R, sen(7 + +) k sen + so N=sRi cos(7 + +) k cos | ; 
da cui 
(40) X + Y == R:(1 «+ k-—. 3k cos +) : 


la quale insegna che le corrispondenti de’paralleli sono linee circolari concentriche. 

Quando si voglia costruire una carta geografica per mezzo delle (39) , ed alla 
terra venga attribuita la superficie d’un ellissoide di rivoluzione , occorrerà d’ assu- 
mere come valori delle # le quantità chiamate U nel ,num°. 5 della parte prima. 





Inoltre la costante k avrà per valore ovvero l’unità, secondoche la carta deve 


Uo 
COS 
À 


rappresentare poca ovvero molta parte di superficie terrestre. 


Pavia. Gennajo 1858. 
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NOTE RELATIVE A LA CONSTRUCTION DE DIVERSES COURBES A 3 POINTS MULTIPLES 
DES DEGRES SUPERIEURS, ET THEOREME RELATIFS A CES COURBES. 


PAR E. DE JONQUIERES 


Lieutena nt de vaisseau. 





Le mode de transformation des figures qui fait l’objet d’un mémoire de M. Ma- 
gnus , inséré dans le Journal de Crelle, (1832), donne lieu à quelques considérations 
intéressantes concernant les courbes d’ordres supérieurs, qui ont 3 points singuliers 
d’un degré egal a la moitié du leur, et permet dans certains cas de les construire 
géométriquement, ce qui sans doute ne serait pas possible par les méthodes ordinaires. 

On sait que, dans ce système , à un point du plan correspond un autre point, 
el qu'à un droite correspond une conique qui passe par trois points fixes. On sait 
aussi, ou du moins on peut demontrer aisement, que les propriétés anharmoniques 
d’une figure se conservent dans la figure correspondante , par exemple que le rap- 
port anharmonique de 4 droites de la 1'e figure qui passent par un même point, 
est égal au rapport anharmonique des 4 coniques correspondantes , qui ont 4 points 
communs. | 

Il résulte de la que, si l'on a, dans la première figure , deux faisceaux homogra- 
phiques de droites, engendrant une conique, on aura dans la seconde deux faisceaux 
anharmoniques de coniques , passant toutes par les trois points fixes dont il a été 
question ci-dessus , et par conséquent engendrant , par leurs intersections mutuelles, 
une courbe du 4° ordre ayant des points doubles en ces trois points. 

Si l’on a, dans la première figure, deux faisceaux anharmoniques, l’un de droites 
et l’autre de coniques , les quels engendrent , comme on sait, une courbe du troi-- 
sième ordre, on aura dans la seconde deux faisceaux anharmoniques, l’un de cour- 
bes à 3 points doubles du 4° ordre et l’autre de coniques passant par ces trois points, 
faisceaux dont la résultante sera par conséquent une courbe du sixième ordre qui aura 
trois points triples en ces trois points. 

Si les deux faisceaux de la première figure sont des faisceaux anharmoniques de 
coniques , engendrant une courbe du 4° ordre, on aura dans la figure réciproque 
deux faisceaux anharmoniques de courbes à 3 points doubles du 4° ordre engendrant 
une courbe du huitième ordre douée de 3 points quadruples en ces trois points. 

Et ainsi de suite. Cette remarque a été faite par M. Magnus. 

Il résulte de là qu’on peut étendre aux courbes supérieures de l’une des espèces 
designées ci-dessus , un grand nombre de théorémes concernant les courbes des degrés 
inférieurs ou les simples lignes droites. 
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Par exemple le théorême de Brianchon deviendra le suivant pour les courbes à 3 
points doubles de 4° ordre. 

« Etant pris arbitrairement six points sur une courbe du 4° ordre à 3 points 
» doubles, si l’on décrit six coniques passant par les trois points doubles et tangentes 
» à la courbe en ces six points, respectivement, on formera un hexagone curviligne ; 
» si l'on fait passer trois coniques par les 3 points doubles et par les sommets op- 
» posés de cet hexagone , respectivement, ces trois coniques se couperont en un même 
» point.» 

S'il s’agissait de lemniscates de Bernoulli le théorême serait vrai en substituant 
des cercles aux coniques. 

Par exemple , on aurait cet autre théoréme : 

« Si plusieurs lemniscates ont en commun leur point double O et 4 points a, b, c, d, 
et qu’on appelle P le point de concours des deux cercles O ab, Ocd; puis que 
» par les deux points O et P on mène deux cereles qui touchent chaque lemniscate 
men Mm nn, nes veto; Lous. les pointsun. m" mici... nn n... 
» seront sur un même cercle passant par le centre O. Les points a, b, c, d, peu- 
.» vent d’ailleurs être imaginaires, par couples. » 

Un théorème connu , relatif aux courbes du troisième ordre, donne lieu au suivant 
pour celles du sixième , douées de 3 points triples. 

« Si par les trois points triples d’une telle courbe du sixième ordre, on fait pas- 
» ser une conique qui coupe la courbe en trois autres points a, b, € ; puis qu’on 
» décrive trois coniques passant par les trois points triples et tangentes à la courbe 
» en a, b et c, respectivement ; chacune de ces trois coniques coupera de nouveau 
» la courbe en un point; on aura ainsi trois points qui seront, avec les trois points 
» triples , situés sur une même conique.» 


= 


= 


Par chaque point de cette courbe du sixieme ordre et les trois points multiples 
on peut mener, en général, quatre coniques tangentes à la courbe. Et il résulte d’un 
théoréme concernant les courbes du 3° ordre, que 

« Le rapport anharmonique de ces quatre coniques est constant, quel que soit le 
» point de la courbe par le quel elles sont menées,» 

Ces exemples pourraient se multiplier à Finfini, Mais voici, relativement à la 
construction de ces courbes à trois points multiples, de nouvelles considérations qui 
peuvent offrir quelque intérêt. 

Puisqu’ à un point de la première figure, il correspond un point de la seconde, 
toutes les constructions, qui auront pour but de déterminer un point de celle-là, peu- 
vent servir à faire connaitre le point homologue de la figure correspondante. 

Par exemple , on sait trouver tous les points d’une conique déterminée par cinq 
points. Done, en cherchant leurs homologues dans la seconde figure, on aura tous 
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les points de la courbe du 4° ordre qui est déterminée par les cinq points corre- 
spondants à ceux-là et par les trois points principaux du plan, qui devront être des 
points doubles de cette courbe. 

On sait faire passer une courbe du troisieme ordre par neuf points; done on saura 
deerire par points, ou simplement déterminer par ses deux faisceaux composants, une 
courbe du sixieme ordre determinee par trois points triples et neuf autres points. 

On sait faire passer une courbe du quatrième degré par 14 points; donc on 
pourra décrire, ou simplement déterminer par ses deux faisceaux composants , une- 
courbe du huitième ordre déterminée par 3 points quadruples (qui équivalent à 30 
points simples ) et par 14 autres points. 

Je fais voir, dans une note ci-jointe,, qu’on peut décrire la courbe du sixième 
ordre qui est déterminée par un point quadruple , deux points doubles et onze au- 
tres points. 

Donc on saura également construire la courbe du douzième ordre qui est déter- 
minée par 

trois point sextuples, qui équivalent à 63 points simples ; 


un; point: quadruple. | re er eee ae ee 
deux points doubles rante. 
onze simples); a 45.8 ARCI ES 

e alien 


Et ainsi de suite. 
M. Magnus n’a pas énoncé ces diverses propositions, et bien qu’il fasse diverses ap- 
plications géométriques de sa méthode, il ne me parait par y avoir fait allusion. C’est 
par ce motif que j'ai cru devoir en donner ici un rapide apercu. 


Arcole, 3 Aoùt 1857. 








NOTE RELATIVE A UNE COURBE DU SIXIEME DEGRE 
QUI SE PRÉSENTE EN ASTRONOMIE. 


PAR E. DE JONQUIERES 





La formule qui donne l’Equation du temps en fonction de la longitude vraie du 
soleil a été mise par Lagrange sous la forme 


E = — 462 sin (g—a) — 593 sin 29 — 3 sin 2(g—a) + 13 sin Ag. 


e est la longitude du soleil , « celle de l’aphelie , et E est donné en secondes de temps. 
Si l’on néglige les deux derniers termes , ce qui altere fort peu l’exactitude du 
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4 


lat, et si l’on pos È da a aoe cos Ly bui { i 1 
résultat, et si l’on pose — sina = os z= b on ob ien HP 
u Fr CE ° 593 ; 
i a > : oe ENVES 
celle equation. i SR As : i 
i | ER ae 
(1) p = & COS 9 — bsing — sing cosg, 
qui peut être regardée comme l’équation polaire d'une courbe dont le rayon vecteur. ar “ 


est proportionnel à l’équation du temps. Suivant lusage ‚la valeur de p est portée’ 

sur le rayon vecteur même, quand elle est positive, et sur son prolongement , en 

arrière du centre, quand elle est négative. ET DR À. 
Traduite en coordonnées ordinaires, les axes, des x et des y étant les rayons vec- ; MAR 

teurs qui correspondent à 0° et 90° de l'angle 9, l'équation (1 ) devient ; i m 


(2) à°—92ax+a | © — 2aby | x” "+ (a +b—1)y x —2aby' a+b y' ak fr : sae ae 
+ 2by| ay ago a Hay’) —0. 
Br 3y” aa 3y' + . 


La courbe est done du sixième degré, et l’on voit aisément, soit par l’équa- 
tion (1), soit par l’équation (2), qu'elle a un point double au point (2=0, y =—b), 
et enfin un point quadruple à l’origine. 

Les cosinus des angles que font avec l’axe des & les tangentes aux quatre bran- 
ches qui se croisent au centre sont les racines de l’équation du quatrième degré 


a cos 9—b Y1—cos° 9— cos gy1—cos° 9=0 


racines qui sont toutes réelles (trois positives et une negative). Quant aux inclinai- 


sons 6, 6 et 07, 0°" des tangentes aux deux points doubles, elles sont donneés par 
les quatre SO 


, a 77 —b FE 
tang = — , tg0 = — —,1tg0 = too" == 


Peat (pre 5 Tee WATER 
Independamment de ces trois points multiples réels , la courbe en posséde encore 
deux autres 2maginaires à l’infini sur un cercle. Ce sont deux points de rebrous- 
sement de premiere espece, dont la tangente commune est la droite de l’infini elle-meme. 








4 SA EN. ia: osi 
En effet si l’on écrit dans l’équation (2) ~ et au lieu de x et y puis qu'on 
z % 
y fasse 2=0, afin de trouver les directions des asymptotes, il vient 


y+-3x°y'+3x'f+2°=0, c’est à dire, (y’+2°)?=0, 
ou enfin 


C'est a dire que les parallèles aux six asymptotes de la courbe, menées par le 
Tom. 1. N°. 2. 1858. 15 


114 ANNALI DI MATEMATICA 

centre, forment trois groupes identiques de droites imaginaires et coincidentes avec 
les asymptotes d’un cercle. Les deux points imaginaires à l’infini d’un cercle sont donc 
des points doubles de la courbe , et ce sont des points de rebroussement parce que, 
en chacun d’eux, la droite de l'infini a trois points communs avec elle. 

Cette particularité , que l’analyse dévoile , explique deux faits qui sont évidents 
sur la figure qui représente la courbe ; le premier consiste en ce qu’un cercle quel- 
conque ne coupe la courbe qu’en huit points réels au lieu de douze ; et le second, 
en ce qu’on ne peut mener à la courbe que six tangentes au plus parallèlement à 
une direction donnée ; en effet toute droite passant par le point quadruple équivaut, 
comme on sait, à douze tangentes superposées ; toute droite passant par l’un des 
deux points doubles réels equivaut à deux, et enfin la droite de l'infini, qui est la 
tangente commune aux deux points de rebroüssement imaginaires , equivaut à huit 
(Voir Poncelet — La des transversales ; page 394 et suiv) ; en tout 24, qu'il faut 
déduire des 30 qu'on peut mener, en général et au plus, à une courbe du 6° degré. 

L’équation (2) ne contenant que 14 paramètres , il suffit de 14 points donnés 
pour la déterminer , pourvu que le point quadruple et les deux points doubles fas- 
sent partie de ces données. Et c’est aussi ce qui résulte de la théorie connue des 
points multiples. Car le points quadruple représente à lui seul dix conditions et chacun 
des points doubles équivaut a trois, ce qui, avec les onze autres points, complete 
exactement le nombre 27 par le quel se détermine une courbe générale du 6° ordre. 

Les courbes de cette famille, très particulières dans leur degré , sont de celles 
que les théories de la Géométrie supérieure permettent de construire par points avec 
la règle et le compas, quant on connait le point quadruple ‘A, les deux points dou- 
bles B et C , et onze autres points quelconques a, b, c, d, e, f, g, h, è, k, L. 

En effet, si l’on fait d’abord abstraction du onzième point 7, on pourra faire 
passer une infinité de courbes du 6° ordre par les 3 points multiples ASH CRE 
par les dix autres points simples. Soient U, U’, U”,... etc. quelques-unes de ces 
courbes , et aß, aß, «f",...etc. les segments qu'elles interceptent , respectivement, 
sur une droite AL menée arbitrairement par le point quadruple A. 

Les segments aß, «8, «ß”,.... ete. sont en involution ( Chasles - Principe de cor- 
respondance anharmonique ), et le segment inconnu xy que la courbe cherchée S in- 
tercepte sur L fait partie de cette involution. 

Actuellement, qu’on fasse abstraction d’un point autre que /, en rétablissant ce- 
lui-ci ; on pourra imaginer une nouvelle série de courbes du 6° ordre W, W', 
Ww", ... etc. , passant par tous les autres points donnés. Les segments yd, 7/0’, 
79", ...ele., qu’elles interceptent , respectivement sur AL, sont en involution, et 
le segment xy fait aussi partie de cette. serie de segments. 

Done si l’on connaissait deux segments aß, «6, de la première serie, et deux 
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segments y, 7'0’ de la seconde, le segment cherché xy serait facile à construire (Géom. 
sup. n°. 271). Et comme la même construction pourrait se reproduire sur autant 
de droites AL’, AL”, ... etc. qu'on voudrait, on obtiendrait successivement tous 
les points de la courbe nécessaires à sa représentation. 

Il s’agit done, en résumé, de faire voir comment on peut trouver un segment 
aß correspondant à une courbe d’éssai U. Ce problème peut se résoudre de diverses 
manières. 

On peut d’abord supposer que la courbe U est la résultante des deux faisceaux 
anharmoniques suivants, composés l’un et l’autre de courbes du 3° ordre ayant un 
point double en A: ( Voir, au sujet de ces notations et appellations, mon mémoire 
sur les courbes adresse à l’Académie en 1856 ) (*) 


(ABCfgh) [a,b,c,d,e] 
(ABC îkz)[a,b,c,d;e] 
z est un point inconnu de la base du 2° faisceau, qu’on déterminera, d’après la mé- 


thode exposée $ 25 du mémoire précité, de manière à rendre les deux faisceaux 
anharmoniques. 


U — 


Chaque courbe génératrice du premier faisceau marque un seul point sur AL; 
chaque courbe correspondante du second faisceau y marque un point homologue ; ces 
deux séries de points forment deux divisions homographiques, dont les deux points 
doubles sont précisément les points « et 6. On voit donc que le compas et la règle 
suffiront pour trouver ces points. 

On déterminera un deuxième segment «f', relatif à une 2° courbe «d’essai U’, en 
composant les deux faisceaux comme il suit, par exemple, 


US (ABC fge) [a,b,c,d,h] (2 point inconnu à déterminer, 
= (ABCikz) [ a, b,c, d, h ] comme ci-dessus 2) 


Puis enfin, on déterminera les deux segments yd, y9’ au moyen des deux courbes 
et faisceaux suivants : 


(ABC fgh) [a,b,c,d,e] AIN (ABC fge) [a,b,c,d,h] 
(ABCilz") [a,b,c,d,e| (ABCilz”) [a,b,c,d,h]. 


La question est donc resolue. 
Au lieu de faisceaux de courbes du 3° ordre , on pourrait employer les suivants: 


W — 


(*) La memoria a cui allude l’Autore non è ancora pubblicata; ma il dettagliato rapporto intorno 
alla medesima letto dal Sig. Chasles all’accademia delle Scienze nella seduta del 7 Settembre 1857, e la 
nota aggiunta alla memoria « Sur la théorie des pôles et polaires etc. » pubblicata dal Sig. Jonquières 
nel Volume 2. (nuova serie) del giornale di Liouville; offrono mezzi sufficienti a comprendere le dichia- 
razioni dell’ Autore. F. BRIOSCHI. 


FE 
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ne (A B Cfghi k) [a, b,c, d, e] — courbes du 4° ordre à point triple en re 


qu'on sait décrire (Voir le mémoire précité) ; 


(A B Ca) [a, b, c, d, e] — coniques. 


x, point inconnu, se determine comme ci-dessus z, 2' et 2”: 


ou bien encore ceux-ci : 


(ABCdefghik) [a, b, c,] — courbes du 5° ordre à point triple en A et à points 
U" — doubles en B et C ; qu’on sait décrire ( Voir le 
mémoire ). 
A [a, b, c] — droites correspondantes anharmoniquement aux 
courbes. 


Mais il est inutile d’entrer dans de plus longs details à ce sujet. 
Arcole, 3 Aoùt 1857. 


\ 
ù 





; Courbe représentant la marche annuelle de l'équation du temps: 
Le rayon vateur, mesuré à partir du point A, donne la valeur de I’Equation du temps, à raison de À minute de temps pour un 
Centimètre de longueur. La longitude du soleil se compte de 0°, a 360°. dans le sens de la flèche. 
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DIMOSTRAZIONE DI UNA FORMOLA DI JACOBI. 
NOTA 
DEL PROF, FRANCESCO BRIOSCHI. 


— E, 





Nella nota « Sopra una costruzione del teorema di Abel » pubblicata nel primo 
fascicolo di questi Annali , il Prof. Genocchi ha ottenuto quale caso particolare di 
una sua formola (form. (9) ) una relazione data senza dimostrazione da Jacobi nella 
lettera diretta all’Hermite, ed inserita nel 1°. Volume delle sue opere (pag. 361 ). 
Parmi di qualche interesse il mostrare come mediante considerazioni analoghe a quelle 
di cui fece uso il Genocchi in quella nota, si possa giungere anche alla prima delle 
relazioni enunciate da Jacobi. | 

Siano f(x, y) = 0, A(x, y) = 0 due equazioni a due incognite rispettivamente 
dei gradi n ed m; e Y(&, y) una funzione razionale, intiera delle x, y del grado 
nt+m— 3; si ha | 


| Y(x, y) m 
ti) 7a Fara! 


essendo la sommatoria estesa a tutti i valori delle x, y che sono soluzioni comuni 
delle due equazioni. 
Sia s l'arco della linea rappresentata dall’equazione f(x, y) = 0, si hanno le: 


= eta SEN A) ie. 
da = N) ar SY) | ay Vif" (a) + f(y) 
quindi: 
ds 


N(x) de + X(y) dy = 


sono — MS) 


o per la (1): 


(x, y) ds 
- TENETE MTA fA 
5 2 [2 (x) de + X(y) dy] VIS (@) + fu) 
Sia : 
(x, y) = A+ Ba + Cy; 
le coordinate X, Y di un punto della linea inviluppo della retta AO hanno i valori : 


AdC — CdA AdB — BdA 


so Bite CiBe NÉ BdC — CdB 
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quindi la distanza 9 da questo punto di contatto, da uno dei punti di intersezione 
della retta 2 = 0 colla linea f= 0, sarà data dalla : 


> — _ AdC — CdA\* AdB — BdA\? 
Ao pic Cap ce CR 


Ora x, y essendo le coordinate di un punto comune alle X = 0, f= 0 si hanno 
identicamente le : 2 


À + Ba + Cy — 0, dA + x dB + y dC + Bdx + Cdy = 0 


per le quali : 
BdC — CAB 
(Bdx + Cdy) VB? + C? Ì 





x —_ — 


d 
ma: 
Bda + Cdy = X'(x) de + X'(y)dy 


> RARA VER 
iS (x) + FN 


essendo U(x, y) del grado n — 2. 


dunque per la (2): 


Gennajo 1858. 
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INTORNO AD UNA FORMOLA DI INTEGRALI DEFINITI. 


SCHLOMILCH — TRASNFORMATION EINES BESTIMMTEN INTEGRALES. 
(Berichte der Gesellschaft de Wissenschaften zu Leipzig 7 November 1857). 








Posto 
d"g(x) {* | 
(r) % Q —m 7 
= proue () 
9" (2) i | e or (Tr) dx , 
ed 
Ar — eo oe (b) oer an (a) 


la integrazione a parti dà : 
S.= À,_, + mS,_, . 


Moltiplicando questa equazione e quelle che deduconsi da essa cambiando la r in 
r—1, r—2%,...2,1; ordinatamente per 1, m, m°,..., m’—', e sommandole si 


ottiene : 
S, == A,_, + mA,_, + MA, 3 +... + mA, -+ m’S,. 


Indicando con A il simbolo di differenza finita rispetto al numero intiero m, si avra 


quindi : 
A"S, “E A “ui A"(MA,_.) RO AMICA) AS A”(m’S,) 


e supponendo che i limiti a, b annullino le espressioni : 
“e UR 3 AN , Agg ATTO 5 © © Ga ; A"A,; AGFA ai Di Anti A 
si otterrà la formola di trasformazione : 


ASI = A”(m’S,) 
ossia : 


. 





b 
mf e~”"*o(x) dx 


L’Autore applicando questa formola generale al caso in cui 





b 
| (1 x neg ar a (x) da SI (—1)"A” 


a 


EAN ER TREE 100 Pe Pee 


giunge al seguente risultato : 


O (1 CRI | ( 4 Meus | 
mx | Ae Ag mt’! o . 
|) 7 “I = Ca dr Tr—1) (m’—* log m) ; 
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il quale nel caso speciale di r = n coincide con‘ uno trovato dall’Eulero nel T°. IV®. 
del Cale. Int. pag. 271. Da questo risultato mediante la derivazione rispetto ad 
deducesi il seguente : 


je a) 1 \ 
| (ee pi de = (— 1)" P(5) a" ) 
a m 
M_I 1 a \ 72 | 1 SFR lx tr ( 1 n T( ) jae 1 
à x (1 — 2)” log = Qi = LACS er 


(Abel - Oeuvres completes T. 2. pag. 35). 
Pavia. Febbrajo 1858. F. Brioscm. 





od anche : 





NUOVA TEORIA DEGLI STROMENTI OTTICI 
MEMORIA 
DI OTTAVIANO FABRIZIO MOSSOTTI 


inserita negli ANNALI delia R. Università di Pisa e nel Nuovo cIMENTO 
Tomo 6. agosto al novembre 1857. 


OSSERVAZIONI DEL PROF. FRANCESCO CATTANEO. 
(Continuazione V. pag. 55). 





5. Seguiremo ora rapidamente il Mossotti nella deduzione che nella seconda parte 
del suo lavoro egli fa delle proprietà ottiche contenute nelle equazioni (9). — Che 
i raggi emanati dal punto %, y, 2, abbiano ad emergere dall'ultima superficie diretti 
ad un unico punto (fuoco conjugato del primo) lo si scorge osservando che il punto 
di coordinate 


| ASCA mente: 1 = 
0) ARS i va DA Que 4 al Vo DIO (0) A v0 


appartiene al raggio emergente, all’ equazioni (9) del quale queste coordinate brr 
sfanno in virtù delle relazioni (5) (7); e che la sua posizione è indipendente dalle co- 
ordinate x, y, 2, del punto di incidenza sulla prima superficie, onde avviene che per 
esso debbono passare tutti i raggi incidenti su questa e provenienti dal punto x, Yo 2 

Immaginati perciò due piani perpendicolari all’ asse centrale e discosti 1’ uno di 
A,—H,— x, dal centro di figura della superficie objettiva, 1’ altro di A eguale al 
trovato valore di x — H, dalla superficie n. di emergenza, avranno essi la proprietà 
che a ciascuno dei punti del primo poco discosti dall’asse e considerati come fuochi 
raggianti corrisponderà nel secondo piano il fuoco conjugato, le coordinate y, z del 
quale sono date dalla seconda e terza delle equazioni (10). Questi due fuochi con- 
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jugati esistono poi in uno stesso piano coll’asse centrale, dalla istessa parte o da parti 
opposte rispetto a quest’ ultimo secondo chè v, QU _, A, è positivo o negativo. Tro- 
vandosi perciò nel primo piano una figura raggiante, se ne formerà nel secondo una 
immagine simile. — Del resto la prima delle equazioni (10) esprime la relaziöne fra le 
così dette distanze focali conjugate À, , A — x — H,. 

In egual modo deduce l'A. la posizione del piano oculare di Biot, nel quale esiste 
il fuoco di tutti quei raggi che incidono in uno stesso punto della superficie objettiva. 
Esso è individuato da quel valore à di 2 — H, che annulla i termini contenenti 


Yo % nelle equazioni (9), cioè da 


EN 22 
(11) a Er D. pe) it 


2n—1 
In questo piano perpendicolare all’asse centrale si forma anche I’ immagine circolare 
della stessa superficie objettiva per l’azione delle superficie consecutive, come VA. di- 
rettamente dimostra, dimostrando che indicando con 


a C 


i raggi di quella superficie (semiapertura); e della sua immagine è 


(12) — == PY) 


a fe 
c 1 


6. Facendosi poi alle tre qualità principali di qualsivoglia strumento ottico desti- 
nato alla visione di oggetti o remoti (telescopi) o vicinissimi (microscopi), cioè l’in- 
grandimento, la chiarezza ed il campo osserva dapprima essere rappresentata da 

(13) 0 


ran 
la condizione ordinariamente voluta per la visione distinta e per la quale i raggi ema- 
nati da un punto dell'oggetto debbono escire dallo strumento paralleli fra loro, sicchè 


ia A=x—-_H,=— 
sia n= 


dimento, cioè il rapporto fra gli angoli sotto i quali un oggetto rettilineo è veduto 
od attraverso lo strumento o ad occhio nudo dal centro di, figura della superficie 


a 


objettiva € misurato da 


(14) Ur. pa 


133 
Vo 2n—1 


nella prima delle (10). In base a questa condizione l’ingran- 


la quale misura concorda con quella assegnata da Lagrange almeno in quanto alla 
forma sulla quale perciò la grossezza delle lenti non influisce; e col suo segno posi- 


tivo o negativo indica se l'oggetto è veduto attraverso lo strumento in posizione di- 
ritta o rovescia. Alla misura. stessa può per la (12) surrogarsi l’altra 


(15) 


> | 
o js 


a 
Cc 


Tom. I. N°. 2. 1858. 16 
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sulla quale riposa l’uso del dinametro a semplice o doppia immagine: e di esso l’A. 
espone la teoria e la pratica distinguendo se TV anello oculare di Biot di raggio c 
riesca od esterno od interno allo strumento. Cosifatta misura ha il vantaggio di 
dipendere da elementi misurabili allo esterno dello strumento, del quale può perciò 
rimanere ignota l’intima struttura. Il che costituisce un’altra singolarità degli stru- 
menti ottici già avvertita da Lagrange, il quale dopo aver mostrato (e lo deduce 
dalle sue formole anche il Mossotti) che il penello di raggi emanati da un punto ed 
incidenti su tutta la superficie objettiva di raggio a emerge dallo strumento, quando 
si verifichi la condizione (13), sotto forma di un cilindro la cui sezione con un piano 


a 


perpendicolare all’asse centrale € un circolo di raggio 


a 


= De 
Bm 


(16) c, 


a ; : ; i 
propose il rapporto — come misura dell’ ingrandimento. Possiamo dire che così fa- 


cendo egli correggeva l’errore di cui, per essersi da lui trascurate le grossezze delle 
lenti, era affetta la sua funzione P?}_, , e dal quale va esente la analoga funzione 
di Gauss, di Biot, di Mossotti. É poi del resto evidente essere 
= 

Se in quanto alla chiarezza della visione attraverso i telescopi e i microscopi giunge 
l’ A. ai risultati ordinariamente accettati nella teoria di questi strumenti, se ne di- 
scosta poi in quanto concerne la misura del campo. D’ordinario infatti si determina 
questo elemento supponendo il centro della pupilla collocato nel punto oculare di Biot, 
e determinando il più grande fra gli angoli formati coll’asse centrale dai varii raggi 
che incidendo sul centro di figura della superficie objettiva possono escire dello stru- 
mento, e passare per conseguenza per l’ anzidetto punto oculare. E allora il campo 
riesce indipendente e dal diametro della pupilla e dalla apertura e dal raggio della 
prima superficie obiettiva. Infatti per l’accennata definizione il semicampo è misurato 


Sal ; er Ad | 
dal più piccolo tra ı valori Ue ne somministrati dalla equazione 
o 

1 1 v 
(17) a Vi + t= pe VE + di 
2i—2 


ver fa — z, = 0, ed applicata successivamente alle sin- 

dedotta dalle (6) dopo aver fatto y, i = 0, ed applicata successivamente alle s 

gole superficie dividenti incominciando dalla seconda, nel supposto che Vz? + y; sia 
i i ognuna di esse. La P°? , non contenendo non contiene nem- 

la semiapertura di ognuna d ee tenendo p, non cont 

meno la p, ma bensì i raggi delle altre superficie e le mutue loro distanze. Se il 

punto oculare cade entro lo strumento supponesi allora l’occhio così vicino alla n.° 


superficie da potere ammettere che la pupilla si trovi sulla superficie stessa, e nella 
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determinazione del campo si assume il raggio p della pupilla in luogo della semia- 
pertura Vz? + y della superficie che in generale è maggiore di p. E siecome d’or- 
dinario per la piccolezza di p il minimo valore di Vy? + 2? risponde in questo 
caso a Vz + y, =p, così il campo di questi strumenti a punto oculare interno si 
ritiene dipendente unicamente dal diametro della pupilla. Ma questa teoria euleria- 
na (*) è inesatta potendo bene avvenire che siano visibili taluni di questi punti objet- 
tivi pei quali i raggi da essi emanati ed incidenti sul centro di figura della prima 
superficie o non escono dall'ultima, od escendo non entrino nella pupilla in una data 
posizione della medesima. Onde a ragione il Mossotti ne deviò e, seguendo la via in 
cui si era già incamminato nelle sue lezioni di Fisica, meritamente stimate, per de- 
terminare il limite del campo visibile supposta la pupilla in un piano perpendicolare 
all’asse centrale, cercò il complesso di quei punti objettivi per ognuno dei quali il fa- 
seio cilindrico di raggi emergenti dall'ultima superficie è segato dal piano della pu- 
pilla secondo un circolo il quale ovvero tocchi esternamente quello della pupilla stessa, 
o ne sia toccato internamente , 0 per ultimo lo tocchi internamente quando sia più 
piccolo di lui come avviene ne’forti ingrandimenti. Col primo complesso si ha il campo 
totale comprendente tutti i punti visibili: ma in esso la chiarezza non è costante e va 
decrescendo in prossimità al limite del campo. Cogli altri due la chiarezza è costante 
ma diversa dall’uno all’ altro: chè col secondo essa eguaglia quella della visione ad 
occhio nudo, col terzo ne è minore. In questi tre supposti la grandezza del campo è 
rispettivamente espressa in parti del raggio dalle formole 


(18) ME et RN ad 
v, a d-h v, a HR 
nelle quali le v, v, c c, à p ritengono i significati esposti precedentemente, e la h 
indica la distanza della pupilla dall'ultima superficie. Però è da osservarsi che esse 
offrono la massima misura del campo per una data posizione della pupilla e in quelle 
varie supposizioni : il campo effettivo può esserne minore in conseguenza delle aper- 
ture delle superficie dividenti o dei diafragmi che si frappongono tra le lenti là dove 
si formano delle immagini reali onde impedire i raggi comprendenti coll’asse angoli troppo 
grandi. Per questa cagione avviene appunto, come osserva anche Mossotti , che il 
campo non sia infinito quando la pupilla è posta nel piano oculare, quando cioè, 
essendo 6) positiva, si fa h = 0! . 
7. Ma perchè i risultati ottenuti rispetto alle tre quantità principali degli stro- 
menti ottici suppongono che i raggi emanati da ciascun punto dell'oggetto emergano 
dai medesimi paralleli fra loro, mentre nell’uso degli strumenti stessi ne escono ancora 





(*) Euler. Dioptrica. Vol. I. Capo 5. 
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divergenti più o meno a seconda della varia portata della vista dell’osservatore, così 
l'A. considera nel 3°. capitolo della 2°. parte le condizioni per adattare uno stru- 
mento a questa varietà di vista, e le modificazioni che un tale aggiustamento pro- 
duce nelle qualità anzidette. Nei telescopi quest’aggiustamento si opera rendendo va- 
riabile la distanza fra due superficie consecutive del sistema, cioè scomponendo l’istru- 
mento in due parti l’una delle quali possa essere avvicinata od allontanata dall’altra 
conservando sempre lo stesso asse centrale, e rimanendo ciascuna di esse in sè stessa 
invariabile. Perciò lo studio di quelle modificazioni si riduce ad indagare le proprietà 
di un sistema costituito da due o più sistemi conastici, dei quali siano già note le 
proprietà : indagine già incamminata da Möbius e meglio da Biot, e che il nostro A. 
rinnova alla sua maniera giugnendo a qualche risultamento non ancora avvertito. 
Chiamata C la distanza tra il centro di figura della superficie n.° di emergenza 
e quel punto dell’ asse a cui per la distinta visione debbono al loro escirne conver- 
gere realmente e più spesso virtualmente ( secondochè C è positiva o negativa ) i 
raggi provenienti da un punto dell’asse discosto di A, dalla prima superficié, e con- 
siderato che la C è per rispetto al sistema totale la distanza focale conjugata alla A,, 
avremo per la prima delle (10) e per le (5) 


1 1 1 


p'? - pt ae Pe) zu 0 
VEN RES un v, G mo F va Ae 








(19) Poot 


come condizione dell’aggiustamento alla quale dovranno soddisfare le funzioni P me- 
diante un opportuna disposizione delle parti dello strumento. Pongasi ora che questa 
consista nel variare la distanza h,,, tra le superficie 2.°° ed 2+-1.°° scomponendo così 
lo strumento in due parti l’una objettiva comprendente è superficie, l’altra oculare co- 
stituita dalle rimanenti n — î; e dicansi C! la distanza focale della parte objettiva 
conjugata alla A, , e C{, la distanza analoga per la parte oculare conjugata alla C. 
Ciò posto PA. deduce abilmente dalla precedente condizione (19) la conseguenza dover 
essere | 
(20) hu = Cf + CP, 

La quale, sebben facile a prevedersi, gli prestò l’occasione di una analisi opportuna 
per raggiungere alcune proprietà delle funzioni Q analoghe ad altre gia dimostrate 
precedentemente per le P, ed utili nelle successive trasformazioni. 


(Continua). 
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BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER LAGE, von DR. GEORG KARL CHRISTIAN 
V. STAUDT. ord. Professor an der Universität Erlangen. Nürnberg, Verlag von Bauer und 
Raspe, 1856-57. 


Questo libro merita d’essere considerato sotto due aspetti : come saggio, elemen- 
tare in vero, della geometria di posizione, così detta nel più stretto senso della pa- 
rola; e come trattato di geometria imaginaria o ideale. 

Sotto il primo aspetto l’autore è stato sì scrupolosamente fedele al titolo del libro 
e sì è occupato in modo sì esclusivo delle proprietà descrittive delle figure, che in- 
vano si cercherebbe il concetto di quantita in quest’opuscolo, solo eccettuati gli ul- 
timi cinque paragrafi, i quali - al dire dello stesso autore - non sono parte essenziale 
del libro, ma devono risguardarsi come semplice appendice. Sotto questo punto di 
vista, mi pare che il sig. Staudt avrebbe fatto un lavoro meno utile che curioso. Le 
proprietà descrittive e le proprietà metriche delle figure sono così strettamente con- 
nesse fra loro, che è sconveniente e svantaggioso il volerne fare un sì completo di- 
vorzio. Il sig. Chasles ha rimproverato la medesima esclusività , sebbene non tanto 
esagerata, alla celebre Scuola di Monge, ed ha messo in piena luce la maravigliosa 
‘ fecondità della simultanea considerazione de’due generi di proprietà ('). Tale esclu- 
sività potrebbe condonarsi soltanto se il metodo di ricerca e di dimostrazione, adot 
tato, si rifiutasse allo studio delle relazioni metriche; ma l’autore si serve della cor- 
rispondenza omografica e correlativa delle figure, potentissimo strumento che dà tutte 
le proprietà projettive, epperò non solo le descrittive, ma anche le metriche invol- 
genti rapporti di segmenti rettilinei, di aree di figure piane e di volumi. Mi pare 
che queste proprietà possano ben entrare in un trattato della geometria di posizione. 

Ma, fatta astrazione da questa soverchia esclusività, entro i limiti che l’autore si 
è prefissi, il suo lavoro ha molti pregi ed è fatto nello spirito della geometria mo- 
derna. - Egli chiama forma elementare un sistema d’elementi geometrici della stessa 
specie (punti, piani, rette), e considera le forme elementari di due ordini. Tre spet- 
tano al primo ordine, e sono: sistema di punti in linea retta - fascio piano di rette 
passanti per uno stesso punto - fascio di piani passanti per una stessa retta. Cinque 
forme appartengono al second’ordine : sistema di punti in una conica - fascio di rette 
tangenti ad una conica - fascio di rette generatrici di un cono di second’ordine - fa- 
scio di piani tangenti ad un cono di second’ordine - fascio di rette generatrici (d’uno 
stesso modo di generazione) di un’iperboloide ad una falda. I principj di omografia 
e di dualità permettono di estendere un teorema, che abbia luogo per una delle forme 








(1) Vedi nel tomo XI delle Mémoires couronnés de ! Academie de Bruxelles V Apercu historique a 


bird 


pag. 264, e le Mémoire de geometrie a pag. 775. 
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più semplici, alle forme più complesse. Ogniqualvolta l'indole della quistione lo con- 
ceda, l’autore enuncia le proposizioni per modo che convengano non ad una sola forma, 
ma a parecchie o anco a tutte quelle d’uno stesso ordine. Per esempio : « quattro 
elementi della stessa specie, posti in uno stesso piano o passanti per uno stesso punto, 
tre qualunque de’ quali non appartengono ad una stessa forma elementare di primo 
ordine, individuano una forma elementare di second’ordine, a cui questi elementi ap- 
partengono e nella quale essi abbiano un dato rapporto anarmonico (7). » 

Collo stesso spirito di generalità, l’autore espone i principj della geometria ima- 
ginaria - ardita concezione, che si può dir sorta dalla scuola di Monge, e che, op- 
portunamente applicata, è un potente mezzo d’invenzione. - Si chiamano zdeal gli 
elementi doppi di una forma di prim’ordine in involuzione, la quale non abbia ele- 
menti doppi reali. L’autore considera due specie di rette ideali. Rette ideali di prima 
specie sono le rette doppie d’un fascio di rette di prim'ordine in involuzione. Rette 
ideali di seconda specie sono le rette doppie d’un sistema in involuzione di rette ge- 
neratrici ( d’uno stesso modo di generazione ) d’ un iperboloide. Due rette ideali di 
specie diverse differiscono in ciò, che l’una ha un punto reale e giace in un piano 
reale, mentre la retta ideale di seconda specie nè ha alcun punto reale, nè giace in 
alcun piano reale. L'autore parte da queste definizioni per istabilire le proprietà degli 
elementi ideali nelle forme reali, e le proprietà delle forme ideali contenute in sistemi 
reali. 

Il vantaggio che ricava l’autore da questa geometria imaginaria è quello di sem- 
plificare e generalizzare il linguaggio della scienza, abbracciare in un solo enunciato 
universale molti teoremi in apparenza eterogenei , e cancellare le eccezioni nascenti 
da quelle parti di una figura che possono essere reali o ideali. Ma lo scopo più im- 
portante della geometria imaginaria, quello di trasformare le proprietà di figure ideali 
in effettive proprietà di figure completamente reali (della qual mirabile trasformazione 
ha dato un bel esempio il sig. Chasles deducendo le proprietà de’coni di second’ or- 
dine da quelle di un cerchio ideale (?) ), tale scopo, io dico, forse non entrava nelle 
viste dell’autore. 

Lo strumento di cui fa uso l’autore è la corrispondenza proiettiva delle figure. 
I paragrafi 19, 20, 21, 27, 28 contengono proprietà d’un sistema di quattro ele- 
menti reali o ideali d’una data forma elementare, il rapporto anarmonico de’ quali è 
la somma 0 il prodotto o una potenza o una radice di rapporti anarmonici d’altri si- 
stemi. I paragrafi 15 e seg. versano sulle principali proprietà delle catene. Dicesi 
catena un sistema d’elementi appartenenti ad una stessa forma elementare, ciascun 


(1) L'espressione : rapporto anarmonico non si trova in questo libro, ma vi si fa uso di una locu- 
zione equivalente che non involge il concetto di quantità. 
(2) Chasles, Traité de Géométrie supérieure. 
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de’ quali insieme a tre elementi fissi della stessa forma costituisce un complesso di 
quattro elementi aventi il rapporto anarmonico reale. Due catene in una stessa forma 
differiscono fra loro pe’tre elementi fissi. L'autore considera le catene contenute in una 
stessa forma o in due forme projettive fra loro. 

Il libro è interamente seritto nello stile moderno della pura geometria. Però l’au- 
tore indica al paragrafo 29 alcuni metodi analitici , opportuni per le ricerche nella 
geometria di posizione. Ecco in che consistono tali metodi : 

1°. Siano A, B, C tre elementi individuati ed M un elemento qualsivoglia d’una 
stessa forma elementare ; chiamasi asczssa dell'elemento M rispetto al sistema ABC 
il rapporto anarmonico del complesso ABCM. Ciascun valore particolare dell’ascissa x 
individua un elemento della forma proposta. 

Se in una stessa forma si assumano due sistemi d’elementi fissi ABC, EFG e 
siano x, y le ascisse d’un medesimo elemento qualunque M rispetto a que’ due si- 
stemi, si avranno per la trasformazione delle ascisse le formole 


Me pa al nd i 


Peg b-—-ay-—c 


ove e, f, g sono le ascisse degli elementi E, F, G rispetto al sistema ABC, ed 
a, b, c sono le ascisse degli elementi A, B, C rispetto al sistema EFG. 

Date due forme elementari, e nell’una il sistema ABC, nell’altra il sistema EFG', 
sia x l’ascissa d’un elemento M della prima forma rispetto al sistema ABC, ed y 
l’ascissa d’un elemento M’ della seconda forma, rispetto al sistema E'F'G'. Gli ele- 
menti M, M' si chiamano corrispondenti; se fra le loro ascisse ha luogo una rela- 
zione della forma 

axy + Be + yy +? — 0 


ove a, B, 7, d sono costanti, ed «d — By non è zero, le due forme sono projettive. 

2°. Cinque punti A, B, C, C’, C”, disposti comunque. nello spazio, si suppongano 
individuati. Ogni punto M dello spazio sarà determinato da’tre piani passanti per esso 
e rispettivamente per le rette C’C’, CC’, CC. I rapporti anarmonici de’tre sistemi 
di quattro piani C’C(ABCM), CC" ABCM), GCG( ABC’M ) sono le coordinate del 
punto M. 

-3°. Cinque piani A, B, C, C', C" qualunque si suppongano individuati. Qualsivo- 
glia altro piano M sarà individuato dai tre punti in cui esso è incontrato dalle rette 
c’C’, CC”, CC. I rapporti anarmonici de’tre sistemi di quattro punti C'C'( ABCM ), 
CC’(ABCM), CC(ABC"M) sono le coordinate del piano M. 

4°. Si suppongano individuate tre rette generatrici a, b,c (d’uno stesso modo di 
generazione) d’un iperboloide ad una falda, e tre rette generatrici I, m,n (dell’altro 
modo di generazione) della stessa superficie. Un punto qualunque M non posto sulla 
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superficie è determinato dai piani condotti per esso e rispettivamente per le rette 
l,m, n; le sue coordinate sono i rapporti anarmonici de’tre sistemi di quattro piani 
(abc M), m(abc M), n(abc M). Se il punto M è nella superficie, all'intersezione delle 
due generatriei rettilinee p, g appartenenti ordinatamente ai sistemi abe... , lmn ... ; 
le coordinate di detto punto M sono i rapporti anarmoniei de’fasci, abcp, lmnq. 
Desidero che questo breve cenno invogli i giovani studiosi della geometria alla 
lettura del pregevole opuscolo del sig. Staudt. 


1. Marzo 1858. 


Luicr Cremona 
prof. nel ginnasio di Cremona. 


SOGGETTI PER PREMJ PROPOSTI DALL'ACCADEMIA DELLE SCIENZE. 


Perfectionner en quelque point important la theorie geometrique des polyedres. 
(Le prix consistera en une médaille d’or de la valeur de trois mille franes. - Les 


Mémoires destinés au concours devront étre remis, franes de port, au Secré- 
tariat de l’Institut avant le 1”. Juillet 1861.) 


Quels peuvent étre les nombres de valeurs des fonctions bien définies qui contiennent 
un nombre donné de lettres, et comment peut-on former les fonetions pour lesquel- 
les il existe un nombre donné de valeurs ? 


(Sans exiger des concurrents une solution complete , qui serait sans doute bien 
difficile, l’Académie pourrait accorder le prix (medaille d’ or de la valeur de 
trois mille francs) à l'auteur d’un Mémoire qui ferait faire un progrès notable 
a celte theorie. Les Mémoires devront être remis avant le 1”. Juillet 1860). 


Comptes Rendus - 8 Fevrier 1858. 
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O. Scnrönizen. — Zur Theorie der höheren Differential quotienten. Leipzig. 
R. Riemann. — Beiträge zur Theorie der durch die Gaussche Reihe F(«, 6, y, x) 


darstellbaren Functionem. Göttingen. 


CORREZIONI DEL N°. 4°. 
Pag. 40, lin. 12 e seg. si ponga w in luogo Y. 


— ivi, lin. 14 funzioni ellittiche si Zegga funzioni iperellittiche. 
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SOPRA I COVARIANTI DELLE FORME BINARIF. 
NOTA 
DEL PROF. ENRICO BETTI. 


—_ __ I I — 


= n è a E x 5 
1. E noto che i covarianti di una forma bimaria 











Bee | , 
(1) - F(a, y) = ar + na,2"—" y + au 5 la, Di en. CU" 
sono definiti dalle due equazioni a derivate parziali lineari : 
de do do do 
2a, Lie — — ys = 
gs TR a de or 
Di | | 1 | 
do do do _ dg 
hq! — x = 
my da, TALE da, AR ARA da,_, “dy 


Se x; , 2, %3, ..- 2, sono le n radici dell’equazione 
(3) F(x, 1) —0, 


per quello che il Prof. Brioschi ha dimostrato (A. di Tortolini Tomo V. pag. 207), ab- 
biamo: 





























do do do do de do 
Re pg Sal ra a A aio Es RA ll i O a 2 
“Sea Arr da 
do do do o do » do 
bed: da, ar da, Br ‘ue das dr: ae 2 dg, 
> dy do 
+ INC SIT pena na, — 
i dx da, 
Onde, se poniamo 
do do do do 
Ds de, dei Tau ar FE car 
È ad Ri rd , d do 
REN et SER 
© da dx. ER agi da, 


l’equazioni (2) divengono 


1e do do 
Kol, Xap = (2 Er) 


Ma 9 è omogenea rispetto a x e y; quindi, supponendola di grado m, sarà 
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Dunque finalmente le equazioni (2) prendono la forma 
(3) Nas, X,o=ma». 


Da queste equazioni (5) si deduce facilmente la forma generale seguente, data anche 
da Cayley, per i covarianti di grado 6 e di ordine m, della forma binaria (1): 


6 a ho, 
(6) ¢ 08 SM (x, — a) (a ya)” , 
dove col segno IT indichiamo il prodotto di fattori della forma (x,—2,), e 2— yx, 
inalzati a tali esponenti che soddisfacciano all’equazioni 


Ayr FA, To de Con = M; 
(7) 
Uri + Cra ee tt und; 
cioè i fattori che contengono x debbono essere m e 9 quelli che contengono una ra- 
dice qualunque x,. Col segno Y poi indichiamo la somma di tutti i termini di que- 
sta specie , che possono formare una funzione simmetrica delle radici che non sia 
identicamente nulla. 

2. Quando m=0, facendo y=1 e x=2,_:, è chiaro che g diviene un invariante 
di grado 9 di una forma di grado n + 1, alla quale corrispondono le radici x, , 
Ca 3 33: + nr: Dunque, a ogni covariante di grado 9 e di ordine 6, di una for- 
ma binaria di grado n, corrisponde un invariante di grado 0 di una forma binaria 
di grado n + 1. 

3. Se l’equazione (2) ha ¢ radici 2, , x, ... x, eguali tra loro, saranno nulli per 
qualunque valore delle variabili tutti i covarianti di grado m, quando non sarà possibile 
costruire termini della forma (6), prendendo nulli &,,, , &,3 +-+ &_i,: e sodisfacendo 
all'equazioni (7); cioè se non saranno risolubili in numeri interi e positivi l’equazioni: 


Crtpi To Cr,gepa Toe + Lin = 9, 

Za,t4+1 = Xo t42 a En se en 9 ’ 

CRUE Lap o ne 

Cetara To C,t42 Tees ty, = 9, 
Oy ei x Oo t41 ur palio RS cia Zi 413842 te Cer, t+3 a toda: Tr Ziki,n ne 8 3 
Cist4a “To Cates Tinto a Feen CIE TR te nl 9, 


D 
» 


Zi.,n rt n ae ae” ia ta Znst4-2 el sie o. = er Ln,n—1 = 


For tr Lo,a tr mou. + do, t#1 + Lojtpa + * + + 4, =m 
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Ora, sottraendo la somma delle prime £ equazioni dalla somma di tutte le altre, si 


ottiene 
2er To 2er I se + Qen rn ln — 21)9 + m. 
E chiaro che questa equazione è impossibile in numeri positivi, se 


(n — A) +m<0, 
ossia 


> CA 
2 20 


Dunque, se l'equazione (3) ha un numero di radici equali maggiore della metà 

del grado aumentato di gg? Saranno identicamente nulli tutti à covarianti della forma 
1 DI, ae .m 

(1), per è quali il rapporto dell’ordine al grado non è maggiore dis 

4. Se 9,(%, y), 9,(@,y)---9(#, y) sono covarianti della forma (1), tutti dello 
stesso ordine m, x è una radice dell’equazione (2), e 
(8) I) = 2 pot, 1) +37 ox, 1) +27 9,(@, 1) +... + 9, 1)— 0; 
z sarà radice di un equazione 

(9) MAIA ITALO, 


che avrà i coefficienti funzioni razionali di quelli dell’equazione (3), e le radici dell’ 
equazione (3) saranno funzioni razionali di quelle dell'equazione (9). 

Ora , applicando all’ equazione (8) le operazioni X, e X,, avremo, poichè 
X,9(1,1) =0, e X, 0.0, 1) =Mmx09,(2, 1), 


dy dy 
a 40; e Fa st + mah = 0, 


onde, quando ¢(z) = 0 non ha radici eguali, 


e in conseguenza 
NASA ORA = 03, 
NARRA EX ea 0A 0, 
Dunque tutti i coefficienti della forma 
AGE" + Az" y + Az"? y +... + Any" 


sono invarianti. 
Reciprocamente : quando in un equazione : 
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(10) SIETE ARR erde 


i coefficienti sono tutti invarianti della forma (1), tra le radici dell'equazione (10) e 
quelle dell'equazione (3) non può esistere un equazione irriduttibile : 


(11) Ve x) = 2'9,(@, 1) rl) +... + pt, 1) = 0, 
senza che le funzioni 9,(%, y) , 9,(æ, y), . +++ » o,(x, y) siano covarianti della forma 
(1), tutti dello stesso ordine. 

Infatti: poichè X;T, == 0, %T, = 0, ayremo 

X, fz) = TX IDR Kia) fe) Al; 
onde, se f(z) = 0 non ha radici eguali, sarà 
ARA e AE 
e applicando le operazioni X, e X, all’equazione (11), otterremo 
@X,% +37 Agr +. +X9,=0, 


12 

kr 2X.9 +37 Xp +... HX,o = 0. 
L’equazioni (12) devono coesistere coll’équazione (11), che è irridutibile; quindi es- 
sendo dello stesso grado rispetto a 2, 0 dovranno essere identicamente nulle, o non 
potranno differire dall’equazione (11) altro che per un fattore, che sia una funzione 
intera di x. 

I coefficienti della prima sono, rispetto alle radici dell’ equazione (3), di grado 
inferiore d’uno ai corrispondenti coefficienti dell'equazione (11); dunque la prima equa- 
zione non potrà essere identica con questa, e dovrà essere identicamente nulla; dunque 
avremo . 

Ame Dr 

I coefficienti della seconda sono in ciascuno dei loro termini, rispetto alle mede- 
sime radici, di grado superiore d’uno ai corrispondenti coefficienti dell'equazione (11); 
dunque la seconda equazione o sarà identicamente nulla, e avremo 


Ar, 0 


oppure non differirà dall’equazione (11). altro che per un fattore numerico moltipli- 
cato per la radice x; e avremo 
i Ay Mr 

Dunque i coefficienti dell'equazione (11) sono tutti covarianti dello stesso ordine 
m, che può essere anche eguale a zero; e abbiamo il seguente teorema : 

Sono invarianti della forma (1) tutti à coefficienti d’un equazione, quando tra 
le sue radici e quelle dell’equazione (3) esiste un’equazione irriduttibile , che ha 
per coefficienti covarianti della forma (1) tutti dello stesso ordine, nei quali sia po- 
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sta una variabile eguale ad uno,e l’altra eguale a una radice dell'equazione (3). 

Reciprocamente : Se à coefficienti di un equazione sono invarianti della forma (A), 

ed esiste un equazione trriduttibile tra le sue radici e quelle dell'equazione (3), à coef- 

ficienti di questa equazione saranno covarianti della forma (1), nei quali sia posto 
una variabile equale ad uno, e l’altra equale a una radice dell’equazione (3). 

5. Se F,F,F,, F3,..., F, sono le funzioni di Sturm relative all’equazione (3), 


si ha per il teorema di Sylvester , 
F,. = N leer eek ERE), 


dove con II(x, , x, , »... æ,) rappresentiamo il prodotto di tutte le differenze delle 


radici dell'equazione (3); e ponendo 


ee AN n ME A Vi 


r 
abbiamo 
2 2 2 
boat CPE, 
essendo 
r I j 
D bebe PR ace 
Quindi per la determinazione dei quozienti Q, basta conoscere espressi in funzione 
dei coefficienti di F i primi due termini delle funzioni F,. 
Il primo coefficiente P, è eguale al coefficiente del primo termine del covariante 


San) (nn (e n. 


Dunque il coefficiente del primo termine dell’r’’"* funzione di Sturm è eguale 
al coefficiente del primo termine di un covariante di ordine 2(r — 1) e di grado 
2(r—1)(n—r). 

Il secondo coefficiente P* 


r 


si deduce facilmente dal primo, mediante l’operazione 








» ad rd Bed d 
Ni Lo +... + 27 + na, — 
dx, QUE, um. da, 
d d d d 
= na, — n—1) a, — n—2) a, — DU a, TTT: 
oa da, an ) da, zul ) 43 da; > "e desi 


Infatti, abbiamo 
| Pie > lm, urn), 


r 


e quindi 
Par Aa ST m, , 2 ,....8,) [Gole HH... + x,) + na,| 
EV DEN Mensa re re) 


| 


ma 


‘ie 


ieee ANT (Tr: Di A) (Ce; 


134 ANNALI DI MATEMATICA 
dunque 
1 


ee“ Pi. 


Applicando alla funzione F, l'operazione : 


Nepean RUM Ppa 5 + na PAS EM 
3 UC: Kir, la: da 
d d d d 
MD PAL PR et 
é chiaro che avremo 
À F1 ; 


quindi tra i coefficienti successivi di F, esistono le relazioni 
XP =0 XP = PEA E 
(rr) __ (r—r—1)} 
IR 


Pisa, 21 Aprile 1858. 
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SUI DIFFERENZIALI A INDICE QUALUNQUE. 
NOTA 
DEL PROF. PLACIDO TARDY. 





Se consideriamo le derivate successive di una funzione come costituente una serie 
nasce spontanea la ricerca de’ termini intermedi tra esse, i quali provengano I’ uno 
dall'altro con uniforme procedimento. Le prime dipenderanno da una novella funzione 
della variabile e dall’indice di differenziazione, ed i secondi se ne dedurranno quando 
quest’ultima quantità acquisterà dei valori frazionari. 

Ora in alcuni casi il coefficiente di derivazione si presenta sotto una forma, ove 
il passaggio dal valore intero a quello fratto dell’indice non presenta aleuna difficoltà, 
e in taluni altri al contrario siffatto passaggio non può effettuarsi senza che si tra- 
sformi il suddetto coefficiente, se pur non vogliansi far dipendere questi casi da quelli. 
Nei primi si trovano evidentemente gli esponenziali, i seni ed i coseni, nei secondi 
le potenze ed i logaritmi. Da qui ci pare potersi formare un’idea chiara delle deri- 
vate a indice fratto, che altro non sono se non termini interpolati tra quelli a in- 
dice intero, appunto come le potenze frazionarie di una quantità si possono riguardare 
come interpolate tra le potenze intere della stessa, e se queste più non offrono alcun 
ostacolo nella loro significazione, mercè il principio che gli esponenti si sommano nella 
moltiplicazione, del pari crediamo più non debbano incontrarlo le altre in virtù dell’ 
analogo principio che nella derivazione si sommano gl’indici. 

In siffatto modo la quistione riducesi a un problema d’interpolazione, e però pre- 
senta l’indeterminazione propria del caso, giacchè molte forme di funzioni si possono 
trovare che ad intervalli dati soddisfacciano a valori noti, e in generale non si può 
pretendere che una forma scelta sia la vera forma della funzione. Così le vie che ab- 
biamo di volo accennate conducono a formole diverse, le quali poi nelle applicazioni 
potranno anche dare in ultima analisi risultati identici. 

Leibnitz il primo suggerì la considerazione degl’ indiei fratti in una lettera indi- 
retta a Wallis, e pubblicata nel Tomo III delle sue opere, vari passi del commercio 
epistolare tra lui e Giov. Bernoulli mostrano l’attenzione posta da quei sommi ingegni 
a questo argomento, ma il primo cenno esatto della loro teoria si rinviene in una 
memoria di Eulero inserita nel T. V de’Commentarü di Pietroburgo, ove trattandosi 
dell’interpolazione della serie il cui termine (n)esimo è il prodotto de’ numeri naturali 
da 1 sino ad n, si scende alla ricerca delle derivate ad indice frazionario di una po- 
tenza x”, dato il coefficiente di differenziazione per lo mezzo d’integrali definiti, in 
eui l'indice non è più soggetto alla condizione di essere intero e positivo. Eulero aprì 
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così la vera via di questo nuovo calcolo, mà si limitò alle sole potenze, e non fece 
alcuna indagine sulla formola assegnata. Laplace, espressa una funzione per un inte- 
grale definito sotto il quale la variabile entra solo nell’ esponente della base dei lo- 
garitmi neperiani, disse che quella trasformazione potea servire alla ricerca del diffe- 
renziale a indice qualsivoglia della funzione, e Fourier pure volle giovarsi dell’insigne 
sua formola allo stesso scopo. 

In siffatto modo il primo ha ammesso che la derivata d’ordine qualunque dell’e- 
sponenziale conservi la stessa identica forma di quella a indice intero, ed il secondo 
ha mantenuto la forma alla derivata del coseno, ed egli è facile vedere che la prima 
ipotesi coincide con I’ altra. Quegl immortali geometri però non ne hanno svolto le 
conseguenze, si sono ristretti ad un cenno fuggevole, ed han forse supposto che ogni 
espressione del differenziale di un dato ordine x di una funzione potesse fornire i 
valori delle derivate a indice fratto, quante volte x entrandovi come quantita, non 
fosse assurdo supporlo qualunque, essendo così tolta la contradizione apparente di un’ 
operazione da effettuarsi in parte, la quale faceva asserire a Brunacci impossibile l’esi- 
stenza dei differenziali di cui si tratta (Corso di Matem. sublime T. IL. p. 308). 

Il Sig. Liouville è stato il primo a riunire ‘in un corpo di dottrina, e a svolgere 
i principii del nuovo calcolo, e a farne importanti e svariate applicazioni. Egli assume 
per definizione vera dei differenziali a indice qualunque l’equazione 


are” 
dx’ an er, 


e quindi è costrelto a trasformare in una serie di esponenziali ciascuna funzione per 
poterla differenziare, il qual processo, oltre le difficoltà che può presentare, ci sembra 
che sia del tutto artificiale, e che la ricerca dei differenziali di una funzione debba 
essere indipendente da quella trasformazione. Alcuni poi de’risultati ai quali egli per- 
viene sono talmente singolari, che non appagano certo lo spirito dell’analista, mentre, 
se non c'inganniamo, altro modo si può offrire che meglio concateni le diverse for- 
mole, e faccia vedere spontanea la relazione tra il caso degl’indici frazionari e quello 
degl’interi. 

Non vogliamo qui fare un’istoria delle ricerche posteriori dei matematici, le quali 
in gran parte ci erano ignote, o non erano pubblicate allorchè nel 1844 presentammo 
al Congresso degli Scienziati in Milano una memoria sull’argomento. Accenneremo sol- 
tanto che il Signor Peacock in un’importantissima relazione su certi rami di analisi 
(Report of the 3° Meeting of the British Association) fa brevemente menzione dei 
lavori del Sig. Liouville, e se ne dichiara affatto contrario. Egli adotta la formola di 
Eulero, e quindi in alcuni punti le nostre osservazioni concordano con le sue. Gli altri 
geometri come Greatheed (Cambridge Mathem. Journal V.41), Kelland (Transactions 
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of the R. Society of Edinburgh VW. 14 et 16 ) e Center ( Cambridge and Dublin 
Mathem. Journal V. 3 et 4) hanno seguito le viste fondamentali del Sig. Liouville, 
e pertanto stimiamo non del tutto inopportuno il seguente estratto, che sottomettiamo 
principalmente al giudizio dell’eminente matematico francese, il quale ha manifestato 
(Journal de Mathem. T. 20 p. 116) di voler forse riprendere sopra nuova base il 
ealeolo in questione. 

Noi siamo partiti da una formola che somministra l'integrale a indice qualunque 
di qualsivoglia funzione, e che col mutamento di segno dell'indice diviene quella do- 
vuta originariamente a Laplace e rappresentante la derivata di un dato ordine di una 
funzione. Per la derivata di una potenza qualunque ritroviamo la formola di Eulero, 
un attento esame della quale conduce a varie importanti proposizioni , specialmente 
per le funzioni complementarie affatto diverse, come naturalmente dovea aspettarsi, da 
quelle del Sig. Liouville, ma che meglio mostrano il legame tra gl’indici interi ed i 
fratti, ciò che non potea in alcun modo vedersi nei risultamenti di quel geometra. 

Osserviamo ancora che la formola non può fornire le derivate d’ ordine fratto 
delle potenze negative intere della variabile, e il valore infinito che si presenta in 
questo come in altri casi, ci da a divedere che la natura della funzione è per su- 
bire un cangiamento. È infatti le potenze di cui si tratta non possono venire che 
dalle derivate intere del logaritmo, e la formola , che ordinariamente si assegna per 
rappresentarle, ci sembra affatto particolare, e si capisce facilmente che nell'espressione 
generale della derivata (2)esima del logaritmo vi possa entrare una parte trascendenie 
che si riduca a zero, quante volte » è intero. Questa previsione è pienamente con- 
fermata dal fatto analitico. Se nell'equazione generale si sostituisce il logaritmo alla 
funzione qualunque si ricava una formola composta di due termini, uno trascendente 
che svanisce per l'indice di derivazione intero e positivo, e vi rimane in tutti gli al- 
tri casi, e il secondo che si accorda col valore ordinario. 

Del pari per le funzioni, esponenziale, seno e coseno si trovano gl'integrali d’or- 
dine qualunque composti di due parti, una delle quali coincide con l’espressione che 
comunemente si adotta, e l’altra per l'indice intero fornisce appunto i termini che si 
debbono aggiungere onde il risultato fosse equivalente a quello che si ottiene dall’in- 
tegrazione delle serie denotanti quelle funzioni, e per l'indice intero negativo si an- 
nulla, ma che in tutti i casi potrebbe venir compresa nella funzione complementaria. 

Il calcolo dei differenziali a indice frazionario giova principalmente nell'analisi delle 
equazioni alle derivate parziali, somministrando mezzo facile per la determinazione 
delle funzioni arbitrarie sotto segno integrale dietro date condizioni, siecome il Sig. 
Liouville ha mostrato ‘con parecchi problemi. Seguendo il nostro punto di partenza alle 
formole del sullodato geometra bisognerà sostituirne delle altre, le quali in alcuni esempi 
ci hanno condotto a risultati finali identici, | 
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Integrando successivamente a parti si trova la formola 


“a ge alti u(u +1 at? 4 
en en la ee 
N EAN ni 1.2.3..(u +1) ' 12 1.2.3...(u-+2) 


la quale può anche scriversi così : 











# Titi x is E 
(1 (7)d0# == — ¢(x) — (2) + — EA 
ove T(u) è il secondo integrale Euleriano. 

Notiamo subito che in questo trascendente la quantità 4 può ricevere de’ valori 
negativi, ma allora esso perde la sua significazione in integrale definito , e rappre- 
senta una funzione che soddisfa all’equazione alle differenze finite 

Ta + 1) = ar(a), 
e verifica sempre la relazione 
: T 
P(a) (1 — a) = 


sen ra 
(Veg. Legendre Exerc. T. If p. 60, e un articolo del Sig. Newman Camb. and Dub. 
Mathem. Journal NV. II p. 57). 

La (4) si può mettere quindi sotto la forma : 


È Ti1—p È | 
(2) | o(x)dx* Tie dar | o(x + xe)e“" dy (*) 


27 3 


Quest'ultima avrebbe potuto dedursi dalla formola dovuta a Laplace 


o(a) TA ua 
(3) A) il ola + Eee" dy , 


da” Amer più 

quante volte si fosse sostituito —w a u, cangiato perciò il segno d in f, esi fosse 
posta la quantità € eguale ad æ. La (1) o la (2), che ne è una semplice trasforma- 
zione si trova dimostrata nella supposizione di x. intero, ma il secondo membro po- 
tendo rappresentare il termine generale della serie degl’integrali, darà per a frazio- 
nario dei valori interposti, che si possono considerare come integrali corrispondenti a 
quel valore fratto dell'indice. 

Ci limiteremo per ora a cercare gl’integrali di un ordine qualsivoglia delle fun- 
zioni semplici. 

Facendo o(x) = x” nella (1) con la condizione n + 1>>0 verrà 


no goa | n cai 1 
N (E AE Te o oe 








(*) Secondo l’uso adottato dai geometri la lettera è si adopera per indicare y—1. 
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la serie dentro parentesi rappresenta l’integrale Euleriano di 1°. specie 


dre n — E(u) ln +1) 
dpi peu Ce CAR 


e quindi 


È. T 
(4) x" dat = ——— Conto. AUS RE, 
Int 4 + 1) 


Sia ora y >> 1 e » + 7 — 1, avremo, per la proprietà fondamentale del gamma . 
derivando una volta 
diri T(n +1) dar 


5 peel e LU 
(9) dx” In — + + 1) 





formola che si potea ottenere dalla (4) cangiando il segno di pv, che vale anche per 
7 > 1,com’e facile assicurarsene, e che coincide con quella data da Eulero. 
Da qui si vede che prendendo 7 = n il risultato della differenziazione è una co- 
stante, © che però la derivata a indice fratto di questa non è zero. 

Le formole (4) e (5) evidentemente sussistono pure per ogni valore negativo fratto 
di n, perchè si possono sempre ridurre gl’integrali a indice fratto delle potenze nega- 
tive frazionarie d’x ai differenziali delle potenze frazionarie positive, e i differenziali 
di quelle agl'integrali di queste. 

Bisogna ancora osservare che in generale si ha 


fs dia” 
6 di; Res er 4 
(6) | a" da 0, (7) e 0 


se »— n nella prima formola e = n — x. nella seconda sono numeri interi negativi, 
ma con la differenza che nella 1.“ n e per conseguenza u. debbono essere frazionari 
e nella 2. bisogna che n sia frazionario soltanto quando è preceduto dal segno —. 
Ciò posto se ne deduce un teorema per le funzioni complementarie. 
» Al differenziale a indice » di una . funzione si dee aggiungere un polinomie 
» della forma 


À; ATLETI + — A, Pi csi 
129 NET EN à 


» e all’integrale dello stesso ordine un polinomio 


A, x" EN A, per? 2 
Fe) Dis ee 


» A,, A,,....indieando costanti arbitrarie. 


Abbiamo messo esplicitamente i divisori T(— x), l(—u—1),.... .., Tu), 
x 
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"(iz — 1), ...., tali che risultano dalle formole (4) e (5) perchè Vesistenza della 
funzione complementaria è stabilita sulle equazioni (6) e (7), che hanno le restrizioni 
indicate. Si scorge pertanto che la funzione complementaria di un integrale a indice 
qualunque r intero 0 fratto, positivo 0 negativo, può essere denotata dalla formola 


vata +4, 
Fr) 

purché si sviluppi per le potenze discendenti d’ x, e si moltiplichi ciascuna di esse 
per un coefficiente arbitrario. Allora si scorge chiaramente il legame che vi ha tra il 
caso degl’indici interi e quello de’fratti, poichè per r intero e negativo risulta Y=0, 
e per r intero e positivo è composto di un numero limitato di termini qual si eon- 
viene. 

Avvertiamo finalmente che le equazioni (4) e (5) danno un valore infinito a causa 
del numeratore per n intero e negativo e a e r frazionari, ela prima anche per x 
intero se n= — 1; questo avviene perchè la funzione nel 2° membro in questi 
casi cangia di natura, siccome nella introduzione abbiamo accennato. 

Poniamo ora nella (1) (x) = log x, ed avremo 


rime La log x SAB Wi cue 1 vie : 2 
N ER 








Una lieve riflessione basta per mostrare che la serie dentro parentesi può essere es- 
I 

pressa per lo mezzo dell’ integrale dci | y“ log(1—y)dy preso negativamente. 
o 

Abel ha trovato (Oeuvres Complètes T. II p. 35) che, chiamando L(p) la fun- 


i 
zione 2, , si ha 


i) y"" log(1—y)dy = oe 
dunque 
, _. vlog x — eL(1 + p) 
(8) Jose dx! Dre I CL) 


Sia ora p<1 e uw + Tr — 1, prendendo la derivata della (8) verrà 


d'logæ log x — L(1 — 7) 
de * TA) 


’ 


che potea subito dedursi dalla stessa equazione con un semplice cangiamento di segno 


di ». Ma (Abel T. II p. 13) 
L(1 — t) — L(t) = rcotgrr, 
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ed inoltre 








Ir) U(1 ZAR t) ren os DI 
nare 
dunque 
d'log x loga — L(7) T(r) 
(9) ee ay pra \ + cos(t-+ 1) 7. = 


da” ri — dat 


formola che com'è facile verificare, differenziando nuovamente, sussiste anche per r>1, 
e che consta, siccome abbiamo da principio annunciato, di due termini, uno dei quali 
evidentemente sparisce per 7 intero, e l’altro dona in questo caso, il valore ordinario. 

Alla formola (8) si poteva anche pervenire partendo dalla (4) , ed operando in 
modo analogo a quello, che suole impiegarsi per dedurre il logaritmo dall’integrale di 
una potenza. Riprendiamo la (4), e consideriamo un solo termine della funzione com- 
plementaria; possiamo serivere 


PEL M T 4 T ) 4 
et I 
In+u-+ 2) vr + 1) 
ossia 
qureti x” 
rue: — A a clear La 
1 
Tin + 1) 
o oe | 
Il 2° membro per n = — 1 diviene 9? sara dunque 
dt (n 2 
T(n+u+2)x" tet! log x dela. quteti ( AT ) 





ilies da! 2" dn 
DEIR vali 1 dI(n + 1) 
T(n PA RSI fia Se II N 
[ (n+u+2)] | [Tn+1)]° dn | an 
Ora abbiamo (Abel T. II p. 21) 
oT 
SEAT MC. oye C=3,0,5772) a... 
do 
perciò verrà 


ie Tay BE lop ace [L(1 + p) — C] | T(n + i 
qui T(u+ 1) L(n +1 





2 


n=—!I 
ma 

1 
n +1 


Lin +1) = Lin + 2) — 


perciò 
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Pn) Un + 2) = di per n= —1 
Lin +1) (n+1)L(in +2) —1 = 


quindi, supponendo compreso nella funzione complementare il termine — reg; 
rar 


resterà 


CE dr’?! ei 5 n = x”log x — aL = u) 
ee NEN = Pa + 1) 


che è appunto la (8). 
Se st prende g(x) = e”” la (1) diverrà 


il 122 ex dx” SR Da oe 
Ne) 


Ja e"x x 
10 ene da? == EI yt? dy. 
(10) ; f Fe) | y" dy 


Supponiamo in primo luogo m positivo; spezziamo l’integrale definito del 2° membro 


o) 


x! get! 1 A ger? 
ia Uli + -m a 
2 uti 2 u+2 


( 











ovvero 





in due, uno da y —0 sino ad y=, e l’altro da y=o sino ad y=x, indi ridu- 
ciamo quest’ultimo tra gli stessi limiti 0 ed co mettendo x + z per y, ed avremo 


n 1\4 4 > 
(1 1) | Co dx’ zi (7) aux ny a I, CONE 4-2)! dz È 3 
m P(e) Jo 


Se poi nella (10) m è negativo allo stesso modo si ricaverà la formola 


4 À \+ 1 vi 
19 erde — | — =) ei: sla _— ea — z)\#7! dz. 
pia J ( | aa) ar 


In queste due ultime equazioni la prima parte del 2° membro coincide col valore 
che si prende ordinariamente quando l'indice x è intero, e l’integrale definito , che 
rappresenta allora precisamente i termini da aggiungersi onde il risultato fosse equi- 
valente all’integrale della serie dell’esponenziale , s’ intende compreso nella funzione 
complementare. Lo stesso potrebbe anche farsi per u frazionario, e scrivere in unica 
formola 


(1 3) "gmx dx” Pi 1 on 2 A, gem aa A, x? ta 
__\m Tu) PEZZA, RER 


E facile provare che le equazioni (11) e (12) valgono ancora per 4 negativo, e se 
fosse di più intero l’integrale definito sparirebbe dal 2° membro. 
5 I 
Si troverebbero ugualmente, giovandosi delle equazioni 


D 


Pr l'(u) cos > À T(u)sen — 
BI cos MY dy = —— #7! sen my dy = ——— 
| Y yay i ’ | y sen my ay sl ? 
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le formole 


fan: i 1 pr 1 ed | ALIA 
(14) sen mx dt” = — sen (ma — Spi (x + 2)f7!sen mzdz, 
4 m“ 2 Linfa 


| Pa | I um 1 à 
(15) cos mx da" — — cos {max — — }——— (x + z)“—"*cos mz dz , 
m” 2 J KREIS, 


che sussistono pure per p. negativo, e sulle quali si potrebbero fare osservazioni ana- 








loghe a quelle accennate per le (11) e (12). 
Veniamo ora alla ricerca di alcune formole generali, che seguendo 1 principi espo- 
sti, dovrebbonsi sostituire a quelle del Sig. Liouville, 
Supponiamo 
Bir RNA TOO 


avremo 





© r(m+4) __ ar Tp+1)M(m+1) 
ol: ar \ mt-pti , Sd N OT er 
| o(x)d La mu l(m+p-+2) Rx Di ni T(m+p+2) 
ma 
T(p + 1) Tm + 1! TR ra > La 9)” do 3 
Dim + p + 2) o 
dunque 
- A DI [A 
(16) i) (Ga) (1 — PA = RE a | ola)da?® , 
onde si deduce posto 0x = 6 


(17) [0 (x — 0)? do = T(p Sui 1) {ala dat, 


la qual equazione avrebbe potuto subito ricavarsi dalla (10) supponendo 


o(2) = ZB, 0". 





è 0a. 
Se in questa mettiamo 5 in vece di 9 otterremo 


® (6x dé T(p+1) fr Fa 
| e(; =) (9 en g)Pt? si geet? |} (x) da 2 


o(%) = Y (È) > 


Er 1 1 
e quindi poniamo- per x e — per 9, avremo così 


facciamo 
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2 648 prt y\ptı 
| V(æ + 9) G Lo = l'(p + var | Y(x) (7) . 


Ya + 6) = dx + 0(e +6)", 


Sia 


e verra finalmente 


CA pri 1 pri 
(18) | D(x + 0) do = T(p + De | x?*? (a) ‘( ) { 


TX 


In modo conforme si arriva all’equazione 


co “prt 1 pri 
(19) | D(x — 0)02do = (—1})T(p + De | x"? O(æ) ı(.) i 


Seguendo l’analisi del Sig. Liouville (Journal de l’École Polytech. €. 21 p. 41) si 


ricava 


IA 


PTE LL ER DO 
(20) EL 5 vr | «F(a)d 7 


Scendiamo a qualche applicazione di queste formole. 


N 








Un problema di geometria ha condotto il Sig. Liouville (1. c. p. 11) all’equazione 


vez | V9.D(x + 0)d9 = a” , 


essendo a costante, e si tratta di determinare la funzione ®. Se nella formola (18) 
facciamo p — +, abbiamo 
5 NE 
x? P(x) di — ’ 
x 
dunque dietro la condizione del problema 


1 1 a 
5 Vr va | a 2)a(7) a 


les 


bo 


| Da + OB. = 5 Vr ve | 


oO 


w|[:s 
ro] eo 


tolo 





; 1 
ossia ponendo „ per x 


to les 


& 





SU Era Fe 
So) rta 22 o 
x yr 

3 


e differenziando a indice + per la (5) otteniamo 
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e perciò 








1 a°y2 aya A 
Pl — ) = V x, ossia dx) = V =; 
x T T 4% 

come appunto avea trovato il Sig. Liouville. 
In una questione di meccanica lo stesso geometra ottiene per determinare la fun- 
zione P l'equazione 


n 
v7 


2 | x sen’a g(x sin a)da = f(x) , 


(0) 


essendo f(x) data, e per un esempio particolare prende f(x)=x, e perciò f (2)=1, 


e ponendo 
Leni 
35 ()= F(z) 


riduce quell’equazione alla seguente 





Dalla (20) avremo dunque 


1 | . ve | 
facendo 2 = va e differenziando a indice + si consegue 


(Tr) È 21 
F (>) _— VU > onde F(1)= = OSSIA F(z) > 
vy \Vy T vy vy ae SS 


e quindi 


bo 


come alla pag. 46 del giornale citato. 

Finalmente per un’ applicazione della formola (17) richiamiamo un problema di 
meccanica trattato da Abel (Oeuvres complètes T. I. p. 27) nel quale si cerca una curva 
tale che il tempo impiegato da un grave a percorrere un suo arco sia una funzione 
data dell’altezza verticale dell'arco. Questo problema porta all’equazione 

*9(0) d 


9 
Vani 6 


Tom. I. N°. 3. 1858. 19 
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e bisogna determinare 9 data f(x). Abel considera l’equazione più generale 


x '(9) d 
(EOS = fle). 


(x 


Ora la (17) ci dà, fatto p= —n 


x (9 do IR . Maes 
FES - ran f a) dat , 


pi) ae 1 3 


g{æ) = al Sa) dx", 


e per una nuova applicazione della stessa 


onde 


e pero 


1 ur . 
o (x) mie: x mr Soa 5)" di; 


integrando una volta rispetto ad x, ed avendo riguardo alle relazioni fondamentali 
del trascendente T, verrà 





_ senna {* f(0) do 
(x) FES x { ge Fos ’ 
1 
e se n —— 
2 
* flo) do do 
I) == 
9(x) malt el 


le quali formole coincidono con quelle di Abel (le. p. 23). 

P.S. Benchè non ci sembri possibile togliere ogni arbitrio nel punto di partenza 
della presente quistione, pure a giustificare I’ uso che facciamo in tutti i casi della 
formola (1), dietro il consiglio del nostro valentissimo amico Prof. Brioschi, soggiun- 
giamo alcune osservazioni. 


4 . . . . . 1 . . x ? 
Supposto p intero la derivazione a indice — di una funzione 9(x) è quell’ opera- 
D 


zione la quale ripetuta p volte sulla funzione medesima dà per risultato 9 (x). Pos- 
siamo dunque considerare la definizione de’differenziali ad indice qualunque come rac- 


n ‘mn m-+n 


la quale indica ancora una delle leggi principali del simbolo di operazione f. 


chiusa nell’equazione 
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Ora è facile mostrare, che la nostra formola fondamentale soddisfa a questa legge 
qualunque siano m ed n. 


Infatti dalla (1) abbiamo 


miner 


i TRIER N “= x Dv 
il Re ra Nat 


e però per la (2) integrando a indice n 


| o(x) dx” 


ossia 














J 
i 








(m—+r)U(r— 1) 


ah; 


1 = T(1—n) GIALLO Beeren E 
dx" == 1 Ù me La, ply : any 
ray ae Lee : 


dy 


AM hr P(A—n) i te LES > ARTE 
. m | ip a pnt A" AK) iy 1 iy\m+r iny è 
Fee zer mr de dl co 


- 


Sviluppando (a + xe”) ed (1 + e?)"*", ed integrando otterremo 





’r > a i Qn : i 1 1 
| Me HEHE dy OE — (mr), — + (mr) 














(n)D(A—n *|n n+1 PERO] 
— x9"71 (x) Li CL (m + r) pute +(m+r), Een EN 
n--1 RIE 4 te 
+ - 
(—A) fag"? — (m OR a m+r E OE | = 
| 
(m-+r),, (m+r),, ..... essendo i coefficienti della potenza (m + r)* del 
binomio; sappiamo inoltre che 
Di line nn 
ge SET n+q +1 °n+q+2 © T(m+n+r+q+1) 
dunque 
n m gt re=o 1 x” FF (n) T (m + r) : 
r m LES sue 1 ’ pA 1.9) x 
| 1) Bl er ran Peru u 
l(n+1)T (mr) (br) l(n+q)l(m+r) q..(r+g) | 
e i PTI) (a BALI very ER RO O | IE) — , 
Tm+n+r+2) ? Gr AE T(mn+r+q+1) A 


148 ANNALI DI MATEMATICA 


che si può scrivere così : 


ai a+" r=% = eo ) 
SSA LA Tim) Dl!) T(r_1)MF(m+n+r+1) 


+(r) Cin +1)I(m+r—-1)+(.T(n+ 2)P(m + r — 2) + 


T(n)T(m+r) 








+ MIN + gm +7 — gd +-...+ Tn + m) | , 
e per le proprieta del trascendente gamma 
enter ro x LA (i x) 4 


Pur ande (m+-n+r)T(r—1) (m+n+rT—1)(m+n+rT—2)...(m+n) 


r==Q 


m 


o(x)dæ” da” 








(m + r—1)(m + r — 2) .... m + (r), (M+ r— 2)(m +r — 3).... mn 
| + (M,(m+r—- 3)(m+rT—-4)....mn+ A)n +..... 
. +(r),(m+-r—q—1)(m--r —q—2)....m(n-+-q—1)(n+q—2)...n+... 


+ (nn + r—Yn+-r—2)....nb 


e per una relazione nota (Cauchy Anal. alg. p. 100 Cor. 1°.) 


Frot 2 en = |" stata 


- T(m-Hn) (m+-n-+r)T(r—1) 
come appunto si deduce dalla (1) ponendo a = m + n. 





Genova 18 Aprile 1858. 
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NÉMOIRE 


SUR LA PROBABILITÉ DES ERREURS DANS LA SOMME 
OU DANS LA MOYENNE DE PLUSIEURS OBSERVATIONS 
PAR LEP. M. JULLIEN S. J. 


(Continuazione V. pag. 88.) 





IV. 


Le calcul numérique des probabilités effectué sur les formules (17) et (18) se- 
rait fort pénible dans le cas d’un grand nombre d'observations. Il sera done utile de 
chercher une formule plus simple, propre à remplacer avantageusement dans ce cas 
les formules rigoureuses déja connues. 

Je considère ici la somme d’un grand nombre d'observations, pour chacune des- 
quelles l'amplitude 2a de l'erreur possible est petite. Alors je puis négliger les puis- 
sances supérieures de a dans l'équation différentielle (9) de la courbe des probabilités, 


n—1 


=. 9 > 
n—1 (n + 1)a — x - fla — 2a) = 0. 


= fix) + - f(x — 2a) + 


Remplacant done dans cette équation f(x — 2a) et fix — 2a) par leurs develop- 
pements respectifs 


(9) fa — 








X 


Ana. ey 
Pie) — 20 f" (x) -4- Fa) eat 


et 


8a? 


Aa” " m 
AC alta MUTE ROERO 


fa) — 2a f(x) + 





il vient, en multipliant par —, 
2a 


(19) 2f(x)—[(n + 3)a—a] f(x) + ET + 2) — x |a") —+- .... == Q. 


Quand a est trés-petit, le terme en af”(x) peut être négligé sans qu’ il en résulte 
une erreur sensible, ainsi que les termes suivants, qui contiennent en facteur des puis- 
sances supérieures de a. Alors l’équation, réduite à ses deux premiers termes, a pour 
intégrale 

(20) fiz) ou y © 


(n+ 3)a— & a: 
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Cette équation représente la courbe des probabilités entre les abscisses 0 et na; l’autre 
moitié de la courbe sera symétrique. 

Les constantes C et C, se déterminent par les deux conditions, que y soit nul 
avec x, et que l'aire de la courbe entre les abscisses 0 et na soit égale à +. On 


trouve 
1 x 
Yy == Ss? SO OOO: 
« 3 Fr 
2a] ( + 3) log (+ -— 1) _- 1 ons 


Quand on prend l’origine des abscisses au point qui répond à une erreur nulle et 
que l’on compte les abseisses positives en sens inverse, la courbe est représentée entre 
les limites x = 0 et a = na, par l'équation 


1 na — x 
(21) y= FF oS — ) 
n da + x 
2a (n + 3) log (+ + 1) — | 
et entre les limites x = 0 , et x = — na, par l'équation 
1 
(22) pe na + x 


2a| (m —+ 3) log (+ + 1) — n| SAME 


Chacune des deux moitiés de la courbe appartient à une branche d’hyperbole équi- 
latère, dont les asymptotes sont parallèles aux axes coordonnés. Les coordonnées du 
centre de l’hyperbole dont fait partie la demi-courbe représentée par l'équation (21) 


sont 
1 


2a| ( + 3) log (4 + 1) — n| 
et la puissance de l’hyperbole est | 


n on aes 
E log (+ A | 





= — da , y= — 


La probabilité P que Verreur ne dépasse pas les limites — fa et + £a est donnée 
par la formule | 





og(-+1)— ‘ 3 
preci LOMME ARTE CEE 


lo & 1 3 
AE er RUF 


Ces formules ont le mérite d’une grande simplicité et d’une exactitude suffisante 
pour des erreurs un peu considerables; mais il ne faudrait pas les appliquer à des 
erreurs très-petites. On sait en effet que la courbe des probabilités, en vertu de la loi 
de continuité, doit avoir la tangente horizontale au point qui répond à une erreur nulle, 


(23) 
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‘ce qui n'a point heu dans la courbe discontinue formée par les deux branches d’hy- 
perboles (21) et (22). 

Au reste il sera facile de pousser l’approximation plus avant, si l'on juge que les 
formules (21), (22) ne sont point assez exactes pour l'usage que l'on veut en faire. 
Revenant à l'équation différentielle (19), on substituera la valeur déjà obtenue (20) de 
la fonetion f(x), dans le terme le plus sensible parmi ceux qui ont été négligés , 
c'est-à-dire dans le terme 


+ a(n + 2) — x la UAN 


et l’on intégrera la nouvelle équation. La valeur ainsi obtenue de la fonction f(x) sera 
une expression plus exacte de l’ordonnée de la courbe des probabilités. 
L’equation à intégrer est alors 


9 in + 2a — x 


Pie) Ferm — 6aC AUT 


[(m+3)a —aji © 
elle est linéaire et s’integre aisément par rapport à f(x). La constante introduite 
par l'intégration se détermine de manière que la tangente à la courbe au point qui 
répond à une erreur nulle soil horizontale; une nouvelle intégration entre les limites 
0 et x donne la valeur de y, et on trouve enfin l’expression de la probabilité que 
l'erreur est comprise entre les limites 0 et Éa : 








nA - DIC Î 
P—=4aC!D — —-——— —Bai-+-A log.a(f+3)— —|[log.a(f + 3)]° |. 
formule dans laquelle on a posé 
n—1 
A — 3 log.a(n + 3 n— 1 
Bia Eau ) wear ga 
a(n + 3) 2a(n + 3) 
n — 1 3 3 
D — B + oe A log.3a + 5 (log.3a) , 
et où C est une constante qui se déterminera par la condition qu'on ait P=1 pour 
En. 
L’équation (23) fait connaitre très-facilement l'erreur probable de la somme des 
1 E 
observations ou de leur moyenne; car, dans le cas de P= —, le terme 
a 2 n +3 


peu considérable, de sorte qu'on peut y remplacer & par la valeur approchée £, que 
l’on tire de l'équation réduite à une forme plus simple par la suppression du terme 
en question. D’après cela tout le calcul se borne à résoudre successivement par rap- 
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port à £, et à É les deux équations 





n 
9 DI 
er 1 n 1 dh 
lost — + 1)— —log{ — + 1)— — —— » 
o( +1) ae ) unit, 
3 AR 
= | 
| Lee 1,)=210 Ze. She 3 
legen HS RT n 
tati 
3 
Application à la mesure d'une base géodésique. — Dans la mesure de la base 


géodésique exécutée récemment par le P. Secchi sur la vote Appia, le nombre des por- 
tées de la double toise été de 3010 (la distance entre les zeros des deux échelles 
gravées aux extrémités était de 4 métres). Deux observateurs faisaient simultanément 
la lecture des deux échelles à l’aide de microscopes munis de réticules à trois fils 
parallèles, et notaient le nombre correspondant à chacun des trois fils; ils changeaient 
ensuite de place l’un avee l'autre, et répétaient les mêmes lectures, en notant pareil- 
lement les divisions correspondantes aux trois fils. Ceci fait, sans toucher au micro- 
scope antérieur, immobile sur son bane, on transportait la toise en avant, de manière 
à amener son extrémité postérieure sous le microscope laissé fixe, un second micro- 
scope se trouvait déja placé au-dessus de I’ extrémité antérieure, et lon commen- 
gait la lecture de la nouvelle portée. La moyenne des six nombres notes à chaque 
extrémité était prise pour la mesure de la distance entre le zéro des divisions de 
l'échelle correspondante et l'extrémité de la portée. Les dixièmes de millimètre éta- 
ient lus directement sur la toise, les centiémes de millimètre se comptaient par estime. 
Or la différence entre les nombres notés pour un même fil par les deux lecteurs ne 
s'est jamais élevée à 0””, 04. 

Il suit de là que, pour calculer l'erreur probable produite sur la mesure de la 
base par l’imperfection obligée de la lecture, on peut sans erainte d’exagerer la pe- 
titesse de cette erreur, supposer qu’à chaque extrémité pour chacun des trois fils on 
a noté un seul nombre dont l'erreur peut recevoir indifféremment toutes les valeurs 
comprises entre —0””, 02 et + 0”, 02, et qu'on a pris la moyenne de ces trois 
nombres pour distance entre l'extrémité de la portée et le zéro de léchelle. 

Dans ce cas 


n (nombre des observations) = 3010 >< 6, 
et les deux équations précédentes donnent 
Ee 11,2935 


en sorte que l'erreur probable de la base, résultant de la lecture, est 
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=e 02 
71, 293 x ee — 0"", 47528, 


Admettons que la mesure de chaque portée se trouve par une cause quelconque 
affectée d’une erreur capable de prendre indifféremment toutes les valeurs comprises 
entre deux limites constantes , égales et de signes contraires. L'erreur probable qui 
serait produite sur la base par de telles erreurs élémentaires se trouve par les mêmes 
formules en faisant n = 3010, nombre des portées. Il vient 


E= 97,082; 


d’où il résulte que pour produire sur la mesure de la base une erreur de k mil- 
limetres , il faudrait que les limites de l’erreur possible à chaque portée sotent 
PUR . 

27, 682 

Par exemple, pour produire dans la mesure de la base une erreur probable de 
un centimètre, il faudrait que l’erreur sur chaque portée puisse s’élever 8 +0””, 361. 
Pour produire une erreur probable de deux centimetres , il faudrait que les limites 
de l'erreur élémentaire soient deux fois plus étendues ou soient + 07”, 722. 

Dans la réalité , parmi toutes les valeurs possibles de l'erreur total de chaque 
portée, les plus petites valeurs sont plus probables que les plus grandes ; en outre 
les mesures de la voie Appia étaient prises avec tant de soins qu'une erreur de 
0””, 7 sur une porlée était tout-a-fait impossible, même dans les circonstances les 
plus défavorables d’inclinaison forte, de changement brusque de température, de fi- 
xation des points en terre à la fin de la journée, etc. Pour ces deux raisons on est 
en droit d'affirmer que l'erreur probable de la mesure de la voie Appia n’atteint pas 
deux centimètres. Peut-être même il n’y aurait pas de témérité à réduire de moitié 
cette limite supérieure de l'erreur probable; car une erreur de = 0””, 36 sur une 
portée parait presque absolument impossible. 

Ces calculs montrent avec quelle perfection se compensent les erreurs fortuites et 
indépendantes les unes des autres, dans la somme ou dans la moyenne d’un grand 
nombres d'observations. 


= 


Il existe pour le calcul de la probabilité des erreurs dans les sommes et les moyennes 
une méthode plus rapide et plus générale que celle dont je me suis servi jusqu'ici. 

Je considérerai d’abord le cas d’observations simples dans lesquelles l’erreur peut 
être positive ou négative, et a même probabilité, quel que soit son signe, pour une 
même valeur numérique. 
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Soient — a et + a les limites de l’erreur possible à chaque observation, et y(x) 
une fonction de x proportionnelle à la probabilité de Verreur positive x. 

Si l'on imagine que l’amplitude 2a de l’erreur possible à chaque observation soit 
partagée en 2m intervalles égaux et infiniment petits Ax, et que la probabilité de 
l'erreur reste constante dans un même intervalle; alors la probabilité YAx que l’er- 
reur dans la somme de n observations reste comprise entre 2Ax et (2 + 1)Ax sera 
proportionnelle au coefficient de e#4*V1 dans le développement de la puissance 


by x (ida) (apes + giyAaV=i ) ; 


1=T 


ou bien au coefficient de cos.i4Ax dans le développement de la puissance 


(24) >| 2 > ideo. i482 | 


suivant les cosinus des ares multiples. 
Or, comme on a généralement 


n 
I) cos(? u) cos('u)du — 0 


quand les nombres entiers 2 et 2! sont différents; et 
Te 


ts 
ij cos(i u) cos(i'u)du = — 
o 2 


quand 2' est égal à 2, il s’ensuit que le coefficient de cos.2JAx dans le developpe- 
ment de la puissance (24) est représenté par l’intégrale 
i=m oi 
= cos (ib Ax) Jp x(iAx) cos ia | d.dAx . 
i=4 
D'ailleurs la probabilité d’une erreur comprise entre les limites —nmAx et +mnAx 
équivaut à la certitude, et doit être représentée par l’unité; par conséquent, on a 


Ì fico (ipAx) Bi (iA) cosy] dye 
VAz =— a i 
ö [3 x(iAx) | 


ZI 





Faisant converger, dans cette dernière équation, Ax vers 0, et en même temps m et 2 
vers l'infini, de manière que mAx et iAx restent égaux à a et à x, à la limite le second 
membre représentera la probabilité ydx que dans la somme de n observations l’erreur 
reste comprise entre les limites x et æ+dx. Dans ce passage à la limite les sommes 


i=m i=m 


Ax Ÿ. y(iAx)cos.ipAx et Ax Ÿ x(iAx) 


ET 1=1 
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deviennent les integrales 


|| x(x) cos.padx et | x(&)dx ; 


n 
en outre, |’ intégrale | , qui est prise par rapport à l’angle JAx, peut se remplacer par 


o — 
. , . x , n . ‘4 . . . 
une intégrale prise par rapport à l'angle 4 entre les limites 0 et nel limites qui pour 
Ax=dx deviennent 0 et cv. Ona done, en divisant par da, 


1 est HI x(x) cost | di 
= era TE E a e 
; | | x (x) dx | 


et si l’on change Y en 2 sous le signe f, 


(25) Lee rear 
i je da | 


La probabilité P que l’erreur dans la somme de n observations est comprise entre 
— x et + x s’obtient en intégrant la formule précédente par rapport à x, sous le 
signe f relatif à langle Ÿ, entre les limites 0 et x. On trouve 


x da sin È +) | J x(ereos. pd | ay 
(26) p=2{ gia = È Jv & presse a 
à | fiato ae | 


Dans le cas étudié jusqu'ici d’une manière spéciale, où toutes les erreurs com- 
prises entre — a et + a sont également probables à chaque observation simple, on a 


x(x) = constante ; 
et, par suite, 


mo rif 


2 “nl +) sin Y\” 
da a Slee) 4 


(Continua). 
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NOTE SUR UNE FORMULE D’ABEL 


PAR JOSEPH BERTRAND. 





L’illustre géometre Abel est considéré avec raison comme un des esprits les plus 
rigoureux, qui aient cultivé les mathématiques. Ses œuvres aujourd’hui classiques, sont 
entre les mains de tous ceux qui étudient la géométrie ; et les théorèmes qu’ il a 
énoncés sont acceptés souvent sans examen, sous la garantie de la sévère exactitude 
qui caractérise l’auteur : il n’est done pas inutile de signaler une formule inexacte qui 
s’est glissée dans la collection des mémoires d’Abel, publiée après sa mort. L'éditeur 
M’. Holmboë voulant réunir tous les mémoires de son illustre ami a reproduit les 
premières recherches publiées en partie dans des journaux scientifiques Suédois. L'un 
de ces mémoires a pour objet la démonstration d’une formule qu’Abel eût certaiment 
supprimée, s'il avait pu diriger lui même la publication de ses decouvertes. Je veux 
parler de l'équation 


o(t+yV—1) + Vol be” | o(d+t)e?° dt 

qui donnerait la partie réelle de o(x+yV—1) des que l’on connait la fonction o(x) 
pour des valeurs réelles de la variable. Cette formule qui résoudrait un problème in- 
téressant de la théorie de la chaleur est évidemment inexacte , un peu d'attention 
suffit pour reconnaitre que le second membre est toujours égal à zéro. Quant à la 
démonstration ( Oeuvres d’Abel, tom. 2 pag. 223 ) elle est inacceptable parceque 
l'auteur y introduit des intégrales définies dont la valeur est infinie, et qu'il calcule 
ces intégrales au moyen de formules qui ne sont pas applicables, il emploie par 
exemple (ligne 17, pag. 223) l'équation 
[oreo - Su, 

1.3. 5... (2n—1) 


m) 
où n designe un nombre entier positif, et dont les deux membres ne sont pas égaux, 
car le premier est évidemment infini. Il est assez singulier qu’Abel cherchant ensuite 
à vérifier la formule dans le cas où l’on a 9(x)=e”, arrive par une faute de calcul 


x 


à un résultat exact. Il pose en effet (page 224, ligne 6) 


n 4 
T — 
fera er, 


x 
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Ve gs 
v 
perieur quand v est positif , et le signe inférieur dans le cas contraire. En ayant 
égard à cette remarque la formule eut donné 


tandis qu'il faut mettre dans le second membre + , et prendre le signe su- 


cosy — 0, 

et l'on aurait aperçu son inexactitude. On me permettra de faire au sujet de la note 
qui suit celle dont je parle, une observation puremeut historique. Les formules don- 
nées par Abel (pag. 225) pour représenter les nombres de Bernoulli par des intégrales 
définies étaient connues depuis long-temps. On peut les lire dans le Mémoire de 
M'. Cauchy sur les intégrales définies ( Mémoires des Savants étrangers tom. 1°, 
pag. 736, an. 1827); et j'ajouterai même, que comme le déclare M’. Cauchy, ces 
formules n'étaient pas nouvelles, lorsqu'il les a rencontrées en 1814. 





Enfin dans la suite de la même note, Abel donne la formule 


1 aa Vaart 
Ira) = Se(2)de — 3 o(x) + | ge te tali ee ae 


qui appartient à M7. Plana (Mémoires de Turin tom. 25, 1820). 
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SUI COVARIANTI DELLE FORME A PIU’ VARIABILI. 
NOTA 
DEL PROF. FRANCESCO BRIOSCHI. 





1° Supponiamo che operando sulla funzione omogenea f(x, , æ, , . . . æ,) del grado 
n, la sostituzione lineare : 


(1) Tr = Ur, Yr u a,,2 Yz Te toi Gym Ym 


ottengasi la : 


In a, =O dm 
F(y, y Ya +. eten (a, LE me, FAVE Yon I pay Se 
ays pete È, 


nella quale le «,, «,,..., devono assumere tutti i valori 0, 1, 2 ...n che sod- 
disfano alla equazione : a, + 4, + ....an=", e In=1.2.8.... n. Se con 
(),,, indichiamo il simbolo di operazione 


d 
O55 st Xess an seh hes he pe ly eas 
da,,, da da, 
si ha per lo sviluppo di Taylor : 
a> az Ay, 
IIn Qi 03, rule ie 


Tala e ar Ee x «o Be! = — fa a dea 
Ha, . Ha, ..... Ha Er n) Ha; Us. ti, ne mst) 


ed altre m—1 analoghe operando coi simboli Q., 3 Q,3 .--Q,,,. Si avrà quindi 
Laura Nea: a 
(2) (a, 3 Xe Chae Oni Om) — Tin O Os ees Qo" ais , Q,,1 eee Ut 
Ora osservando che la espressione del secondo membro di questa equazione è omo- 


genea rispetto alle @,,, 3 @.,13 - - - > dm, € del grado z, ; operando col simbolo Q,,, 
sui due membri dell’equazione medesima si otterrà : 


Ila Lx nz a 
OS Dr Dial In ad RE ea 


ossia per la (2): 


Qi: (es 31048 Bose (wor) 
od in generale : 


(3) Q,.s(2, Adi ag ERRANTE) 


per s=1, 2...m. Dalla (2) deducesi facilmente la : 
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: Ila, 
ni a,. In 


a 
(«,—1, 2,41, gun) m 





Aart ay 7 
Q Q me Q Mai ’ sy en Ay.) 
2,1 3,1 


my 
ed altre analoghe, quindi per la stessa (2) si avrà : 
Cdi ant a] mat (a, nl Me a dg) 


od in generale : 


(4) Qt 9 Age. Um) "i ACT 9 Ag Ace, oloni 1, oc 0 Ay er 1, Ah Am) 
per s,r = 1, 2,...m, ma differenti fra loro. 

Consideriamo ora una funzione V(y, , y,...y,) dei coefficienti (x, , #, , ... 4,,) 
della forma F e delle indeterminate y, , y, . -- Y,- Indicando per brevità con @ il 


simbolo di operazione Q,, si ha: 


iy 


I, Q(y») ; 


m 


dV IV 
(5) QV Yas SAN) + Te + Oye) + pede 


supponendo che in Q(V) la operazione Q non affetti che i coefficienti; ma ponendo: 


dA 
da 


rs 


A= wie Arr Aen + +> ds) ’ 


dr, 
dalle (1) si deducono le: 


Ay, ES Zi,r Xi = %o sr La = ae + Gy yp Xm 
dunque : 


Qu) = pa Mar) +01 Yea) +: + Ay Oem) LANA). 


Da questa relazione si ottengono le seguenti : 


Q,,.(y:) Fat 0 2 Q.,.(y,) = 0 > Q.-(Ys) rar y; ? Q,,.(ys) Seh TE Ys ? Q...(y,) == 0 


ed in conseguenza dall’equazione (5) si hanno le : 


dV 

QE V(Y Ra FCO Hi DE DEV) re Je dy, 

(6) dV 
Ae, os 

QVy, g++ m] = Quel) — vee 


2° Sia U(x,, &,...x,) un covariante della forma f(x,, x, ..x,); e suppo- 
niamo che trasformandolo mediante la sostituzione lineare (1) ottengası V(y, , y, 5 --- Ym) 
covariante di F; si avrà per la definizione di covariante : 


(7) Wii year.) 


160 ANNALI DI MATEMATICA 


Ora essendo per proprietà dei determinanti : 
Q,.(4)=4, Q,,(A) = 0 
la equazione superiore dara : 
0% [V(y, è) Ya, “u Ym) | = pViy; 3 Y2 SRE Yn) ’ OE [V(y, ’ Ya see Ym) | —— 0; 


e quindi, in questo caso, si dedurranno dalle (6) le: 


i dV av 
(8) UR (V) EE Ys dy, FT pv ’ O (V) 7 I y, = 0 . 
Se da ultimo osserviamo che : 
dV 
UN ESS IE RE Una zer) 


dV 
02 (V) == Ÿ lente) O (a, 9 So 92% On) 3 


dits; AA 


sostituendo e rammentando le relazioni (3) (4) si avranno le seguenti : 





dV av 
i Ma,(2, SEITE wr 7) FT I dy, == pv 
dV adv 
Sa (%, 3; Ar by ae n) Ta, edi SR ms Jr ay, =f 


Il covariante V della forma F(y, , y, . . . y,) deve dunque soddisfare a queste equa- 
zioni; ma osservando che nelle medesime non vi è più traccia di operazioni relative 
ai coefficienti della sostituzione lineare, ne risulta che il covariante U della forma f 
dovrà soddisfare ad equazioni della medesima forma, nelle quali le x, , æ,, ... x, 
prendano il posto delle y, , y, ,...y, ed i coefficienti della funzione f quello dei 
coefficienti della F. Notiamo che supponendo U del grado À rispetto ai coefficienti di 
f, e del grado k rispetto alle variabili x, ; æ, ,...x,, dalla equazione (7) si ha 
evidentemente la eguaglianza : 
nh = mp +k 

"(n — k). 
3° Supponiamo : 


e da questa p= 


Ik Cr Ge m 
NUR Yale Um) nori ne Gr; Ca Ca Uso 
I 3 . . . 


m 


nella quale le c,, €,...c,„ si intendano assumere tutti i valori 0, 1, 2, . .. k che 
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che soddisfano all’equazione c, + c, +... + €, =k. I coefficienti (c,, €, . ..C,) 
essendo funzioni degli (x, , &,. ..&,), Si avrà: 


x IIk ER co 
Q.,-(V) = Dien es, ne Ye Ye Ym Qor(Cr » C2 +: Cm) 


ed osservando che : 


dV IIk 


= Sagra cale» € cy y ey: Si 
= = 5 ae ln 1 un A I a 
dy, TERRA STRICH AN Yr Ya Ys y 
od anche : 
dy lk e | e 
O ZIA CE Li CU Yk 
dy, > Ic, . HG . Ilc,, | pi = an ’ )y, y, Yn 


si otterra per la seconda delle equazioni (8) la seguente : 
(10) rici , Co geco. Cu) = CHIC, RIA: .C,—1 9 *# * C; + A MONO Cn) 
ed analogamente essendo : 


dv ITk rahe: En 
Ys ion ao oh? METIS Aa 


nr 


si avrà per la prima delle (8) la: 


(11) Dale: y Cn... Cm) e (p cha Cs) (Cr 9 Ca... Cm) 


La equazione (10) dimostra che conoscendosi il valore di uno dei coefficienti (c,, C,... c,,), 
quelli degli altri si ponno dedurre dal medesimo. Infatti supponiamo noto il coeffi- 
Giente y, pel: quale lc, =k, c,.,— c3—."..—c,—0. Dalla (10). si hanno le: 


(k— 1, 1,0,0...0) —7 Q(k, Wellin sd Cie 


(k — 1, 0,1,... 0) = 5 Qu ARIE SEGUE 
cioè i valori dei coefficienti di yy. ; yi y3 ec. ... Così dalle : 
(k — 2, 2,0....0) = La AA OP 0e. 


si hanno i coefficienti di y}? y2...3; e così di seguito. 
Dalle equazioni (10) (11) deduconsi inoltre quelle alle quali deve soddisfare il 
coefficiente (k, 0, 0, ... 0). Esse sono: 
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(12) 03,16 05 Os 2.0) =O pet Sir aed, on een 
0:16.00; 2... 0) (phy tk, 0,07, 2:0)5 
Oth, 0,020) = phy 0; RO) Der PTE 


Ora se con: 
pr ahs 


CR ASE AA CBO ee en NEE Bear eee 


indicasi un termine qualsivoglia del coefficiente (k, 0, Q ...0); le due ultime equa- 
zioni (12) danno: 


tig trägt... =p+k, aqteqdtlqd+...=p 


cioè il coefficiente (k, 0, 0,...0) è relativamente ai coefficienti di F, omogeneo in 
indice, del grado p + k rispetto ai primi indici; e del grado p rispetto ai secondi, 











d 


terzi ec..... 
4° Sieno 9 , U, U ... Um, m+ 1 covarianti della forma f(x, , £..... Em). 
Posto 
pos(ef te. in), „a 
da, dx, da; ; du, 


dx, 
si sostituiscano nel covariante © in luogo delle x, , x.... X, , le espressioni: 
%, = ©, X, + UK +... + Un An 
2, == I, X, = Un, X, EEE NE a ae Un, x, 


2m u Xin X, sis U, m X, =F o + Umm x 


e si sviluppi 9(%,, 22 ...2,) col mezzo della formola di Taylor. Si avrà : 


NME  — de be IX IX NE 
essendo s il grado di 9 rispetto alle x,, æ,... x, ed: 
NE hs) = Php Dir la a.) 
dia I ur, È 
an: zur, ER 
osservando però che nell’eseguire le operazioni P, , P3 ..... debbonsi ritenere le 


quantità w,,, come costanti rispetto alle x, , @,... x, ; cioè che quei simboli di ope- 
razione affettano soltanto il covariante 9. 
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Ora « à coefficienti (h,, h,,...h,) sono covariant della forma f ». Questo 
teorema è una estensione al caso di più indeterminate dell’analogo per le forme bi- 
narie dovuto al Sig. Hermite (Journal de Crelle T. 52). Se supponesi che il cova- 
riante 9 sia la forma proposta fi covarianti (h, , h,,..-h,,) si diranno covarianti 
associati al covariante %, . 
Indichiamo per brevità con a,b,c, ... i coefficienti della forma f, cioè sia : 


Nana...) = (0,0, C.. Sl, rer Cn) 
ed : 


RE IAT CREATA A n 


I coefficienti A, B, C ... saranno perciò covarianti associati al covariante u,. Sia ora 
4, æ,...2,) un covariante qualsivoglia di f; ponendo : 


DAMA US 


Mlle ea RA 


i 


Lin U, m U3 7 TR Umm 


si avrà per la definizione di covariante : 


Zm) == uf A, B, EH C X, 2 x AR OC ARTE 


Matas ANT ET PAPE PE 


ma per una nota proprietà dei determinanti ad elementi reciproci, si ha: 


du, du lu, 
M = 972 er Pry pee TE TEE East — HH"? ow, , 
da, dr, Are | 


supposto essere p il grado di u, rispetto alle variabili æ, , æ,... x, ; quindi : 


Da ur He") (a, b, > ee zy > Za DEE Zn) uf; A, B, e + Xi > X 5 > GR 


2 





Se in questa equazione poniamo X, = 1, X,.=X3=...=X, = 0; ottiensi evi- 
dentemente che « Un covartante qualsivoglia della forma proposta moltiplicato per una 
potenza di u,H"7? è eguale ad una funzione razionale, intiera dei covarianti asso- 


ciati di u, ». 


Pavia. Marzo 1858. 
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SULLE LINEE DEL TERZ’ ORDINE A DOPPIA CURVATURA. 
NOTA 
DEL SIG. PROF. LUIGI CREMONA. 


— aorta 


1. Le belle proprietà, finora note, delle linee del terz’ordine a doppia curvatura 
(che io chiamerò brevemente cubiche gobbe ) trovansi tutte, per quanto io sappia, 
nella nota 33“. dell’Apercu historique del Sig. Chasles, e in due altri lavori del me- 
desimo geometra, l’uno inserito nei Comptes rendus dell’Accademia francese (1843) 
e l’altro nel giornale del Sig. Liouville (novembre 1857). Tali proprietà vi sono però 
semplicemente enunciate, ed io non so se alcuno le abbia ancor dimostrate. In que- 
sta memoria si propone un metodo analitico per lo studio di linee sì importanti : il 
qual metodo conduce a brevi dimostrazioni dei principali teoremi contenuti nell’ultima 
memoria del Sig. Chasles, ed anche di alcuni altri non enunciati finora. Se però 
questo scritto fosse per destare qualche interesse dal lato geometrico, io me ne pro- 
fesserei interamente debitore allo studio delle memorie dell’illustre geometra francese. 

2. Due coni di second’ ordine abbiano una generatrice rettilinea comune. Siano 
B=0, C=0 le equazioni dei piani tangenti ai due coni lungo questa generatrice. 
Questi piani segheranno il secondo e il primo cono rispettivamente in altre due ge- 
neratrici ; i piani tangenti lungo le medesime siano A = 0, D= 0. Le equazioni 
dei due coni potranno quindi scriversi così : 


1) BD — C = 0, AC — B?=0 
e la cubica gobba comune ai due coni potrà rappresentarsi colle equazioni : 
2) A:B:C:D= o:@ :0:4. 


Un valore particolare di © si dirà parametro del punto da esso individuato sulla li- 
nea 2). I vertici dei due coni 1) sono punti della linea ed hanno per rispettivi 


parametri l’infinito e lo zero. 
La retta congiungente due punti (», 6) della linea può rappresentarsi colle equa- 


zioni : 
A — (0 + 9B+09C=0, B — (0 + 0) C+ «9 D — 0 
quindi le equazioni della tangente al punto © sono : 
AT— 20B+0°C=0, B — 20 C +a D — 0. 
Se da queste due equazioni si elimina » si ha la: | 


3) (AD — BC)°— 4(BD — C?)(AC — B°) = 0 
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dunque la superficie sviluppabile luogo delle tangenti alla cubica gobba è del quart’ 
ordine (39) (*). L'equazione del piano passante per tre punti (6,9, e) della cubica 
gobba è : 

A— (0+0+e)B+ (9 + ew + wh) G — ade D — 0 
e quella del piano osculatore al punto © : 
Asa Bea La 0s 
3. Il rapporto anarmonico de’quattro piani : 


A— (9 + w)B + 09 C — e, {1B — (6+ 0)C + 09D! aan fo he ty 3, A) 


FILA A i epperò indipendente da w, 9. Cioè: il rapporto anarmonico de’quat- 
buses > 6j 

tro piani passanti rispettivamente per quattro punti fissz della cubica e per una stessa 

corda qualunque di essa linea è una quantità costante. Questa quantità può deno- 

minarsi rapporto anarmonico de’quattro punti della cubica gobba (9,10). 


La retta tangente al punto © incontra il piano osculatore al punto 9 nel punto: 
A:B:C:D= 30° : 0(29+ 0) : 0 + 20:3 


quindi le equazioni de’quattro piani passanti per una stessa retta B= C = 0 e ri 
spettivamente pe’quattro punti in cui la tangente della cubica gobba al punto » in- 
contra i piani osculatori ai punti (e, , €, , €3, &,) Si otterranno ponendo successiva- 
mente e, , €» €33 & in luogo di 9 nella: 


o(2B _ »C) — 0(20C — B) IMI) 


— e, € 


quindi il rapporto anarmonico dei nominati quattro punti della tangente sara. 
€ 


tn Éd ta ts 


Co 


4 


quantità indipendente da ©. Ossia : il rapporto anarmonico de’ quattro punti in cui 
quattro piani osculatori fissî sono incontrati da una tangente qualunque è costante 
(51). Se questa quantità costante si denomina rapporto anarmonico de’quattro piani 
osculatori della cubica gobba, potremo enunciare |’ importante teorema: il rapporto 
anarmonico di quattro piani osculatori d’una cubica gobba è eguale al rapporto anar- 
monico de’ quattro punti di contatto. Quindi i piani osculatori d’ una cubica gobba 
formano una figura correlativa a quella formata dai punti di contatto (48). 

4. Le equazioni 2) si possono ottenere anche dal teorema che segue. Abbiansi 
nello spazio due fasci di rette, omografici e sia B — © C=0 il piano di due raggi 
omologhi. I due raggi potranno rappresentarsi colle equazioni : 


A — 0B — 0, B—oC— 0; C-D= 0, B—«C— 0 


da cui eliminando » si hanno le equazioni 2), ossia : il luogo del punto d’interse- 


(*) I numeri citati fra parentesi sono quelli dell'ultima memoria del Sig. Chasles. 
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zione di due raggi omologhi è una cubica gobba passante pe'centri de’ fasci, Consi- 
derando il piano : 

A— (0+-©B+6C=0 
come appartenente al primo fascio, il piano omologo sarà : 

B — (9 + wo) C + of D — 0 
quindi la retta ad essi comune incontra la cubica gobba in due punti (8). 

Dimostro il teorema reciproco. Si consideri un fascio di rette congiungenti il punto 

o della linea 2) ad altri punti æ, ,æ, ,. .. della medesima. Le equazioni d'un raggio 
qualunque saranno : 


A — oB — x(B — of) = 0, B — oC—- x(C — oD) = 0. 
Immaginando un secondo fascio di rette congiungenti il punto 9 ai punti x, , æ,,..…, 
il raggio di questo fascio corrispondente al punto x sarà : 

A — 6B — x(B — 6C) = 0, B — 6C — a(C — GD) — 0 


quindi i due fasci sono omografici (5, 6). 

3. Ricordata l’equazione del piano osculatore al punto », se si cerca di deter- 
minare » onde questo piano passi per un dato punto di coordinate a:b:c:d, si 
ha l'equazione di terzo grado : 

EEE TA ne oe de 0) 
Dunque per un dato punto dello spazio si possono condurre ad una cubica gobba al 
più tre piani oseulatori (40). Chiamando ©, , ©, , ©3 le tre radici, supposte reali , 
della precedente equazione , il piano passante pe’ tre punti di contatto sarà rappre- 
sentato dalla : 


A— (0, + ©, + 03)B + (0,03 + 430, + 0,0,) C — o,0,0,) = 0 
ossia, per le note relazioni fra i coefficienti e le radici d’un’equazione : 
dA — aD + 3(6C— aB) — 0 
equazione soddisfatta da: 
A:B:C:D=a:b:c:d; 
ossia : quando per un dato punto dello spazio si ponno condurre tre piani osculatori 


ad una cubica gobba, il piano de’tre punti di contatto passa pel punto dato (41). Di 
qui emerge una semplice regola per costruire il piano osculatore in un dato punto ©, 
quando sian dati tre piani osculatori e i loro punti di contatto »,, ©,, 03. Sia a 
il punto comune al piano © », ©, ed ai piani osculatori in ©, », ; ß il punto co- 
mune al piano © ©, ©, ed ai piani osculatori in ©, , 63 ; il piano «Be sarà il richiesto. 
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6. Troverò l’equazione della superficie conica che passa per la linea 2) ed-ha 

il vertice in un punto qualunque dello spazio. Questo punto sia quello comune ai 
ire piani osculatori della cubica : 


Ai bed, A — 30B+39C—@®D=0. 
Le equazioni della retta passante per quel punto ed appoggiata alla linea 2) nel 
punto variabile © sono : 
» (B — 6C) — (0-0) A=0, oo — 6) D + 90 — B — 0 
da cui eliminando » si ha per la superficie conica richiesta l’equazione : 
(B -- 56)? — AD[A — 36B +39°C — 9°D]= 


oyvero 1 


i 4 
(x + y + 2)’— 27xyz = 0 o anche LH y + 2 — 0 
ove si € posto : 
As, Dee, lye -.30B Ar, 


Dunque il cono passante per una cubica e avente il vertice in un punto qualunque 
dello spazio è del terz’ordine e della quarta classe. Supposto che pel vertice del cono 
passino tre piani osculatori della cubica gobba, cioè che i piani x=0, y=0, z= 
siano tutti e tre reali, il cono ha tre generatrici reali d’inflessione ed una genera- 
trice doppia coniugata. Le tre generatrici d’inflessione sono nel piano 1-+y+2=0, 
che è quello passante pe’tre punti di contatto della cubica gobba co’piani osculatori 
x=-y=2=0. Questi medesimi piani sono tangenti al cono lungo le generatrici d’in- 
flessione. La generatrice conjugata è rappresentata dalle equazioni x = y = 2. 

Se pel vertice del cono passa un solo piano osculatore reale x = 0, indicando 
con u= 0, v — 0 le equazioni di due piani reali passanti per quel punto, si avrà: 


= 


ETNO SI e er 


quindi l’equazione del cono potra scriversi così : 
2 2 8 3 
xi(x — u) — 3v ES (x — u) — 0; 


quindi nel caso attuale il cono in quistione ha una sola generatrice reale d’inflessione 
ed una generatrice doppia nodale. Il cono è toccato lungo la generatrice d’inflessione 
dal piano x = 0 osculatore della cubica, e lungo la generatrice nodale dai due piani 
x — u + vy3 — 0. Se il vertice del cono passante per la cubica gobba è su di 
una retta tangente a questa linea, quel cono è ancora del terz’ordine, ma della terza 
classe. Il vertice sia al punto : 


A) Be 04 CADE = 0 
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situato sulla tangente A = B = 0. In questo caso l’equazione del cono può seri- 
versi così : 

A°(A — 9hB — 27h’E) — (A — 3hB)° = 0 


. quindi il cono ha una generatrice di regresso 


| a ie) 
e una generatrice d’inflessione: 


A — 9hB — 27h’E — 0, A — 3hB = 0; 
lungo queste generatrici il cono è toccato rispettivamente dai piani : 
A=0, A — 9hB — 27h°E = 0 


che sono osculatori della cubica gobba. 

Da ultimo se il vertice del cono è nel punto @ della cubica gobba, la sua equa- 

zione sarà : 

(A — 6B)(C — 6D) — (B — 66)’ = 0 
dunque ogni superficie conica passante per una cubica gobba ed avente il vertice in 
essa è di second'ordine (2). 

7. Da quanto precede consegue che la prospettiva di una cubica gobba è una 
cubica piana della quarta classe, avente un punto doppio, il quale è conjugato o un 
nodo secondo chè pel punto di vista si ponno condurre alla cubica gobba tre piani 
osculatori reali o un solo (18). Se il punto di vista è in una retta tangente della 
cubica gobba, la prospettiva di questa è una cubica piana avente un punto di re- 
gresso, e se il punto di vista è sulla cubica gobba medesima, la prospettiva è una 
linea di second’ordine. | 

La reciproca di quest’ultima proprietà si trova enunciata nell’Apercu nel seguente 
modo : zl luogo de’vertici dei coni di second’ordine passanti per sei punti dati è la cu- 
bica gobba individuata da questi sei punti. Questo teorema somministra una semplice 
regola per costruire per punti una cubica gobba di cui sono dati sei punti a, b, €, 
d, e, f. I due fasci di rette a(bc def), b(ac de f) si seghino con un piano qualun- 
que passante per la retta cd. Si otterranno così due sistemi di cinque punti, ne’quali 
tre punti sono comuni. Le due coniche individuate da questi due sistemi, avendo 
tre punti comuni si segheranno in un quarto punto, il quale apparterrà alla cubica 
gobba. 

8. Ricerchiamo la natura della linea risultante dal segare con un piano il fascio 
delle sotto tangenti alla cubica gobba, ossia la superficie 3). Il piano segante sia 
B — 6C — 0 che passa per tre punti della cubica corrispondenti ai parametri zero, 
infinito e 9. Posto: 


C=x, A—0@°C= py, D—-C=z, B—C=w 
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la sezione riferita alle rette w = 0 (x—0, y = 0, 3 — 0) sarà rappresentata dalla 
equazione : 

4) (ys + zy + xy) — Aa’yz = 0 
epperò la sezione è una linea del quart’ordine ; essa è poi della terza classe perché 
ha tre cuspidi o punti di regresso (44). I cuspidi sono i punti y—2—0; z=x=0); 
x=y=0 comuni alla cubica gobba ed al piano segante w—0. Le rette Cangenti alla 
linea 4) ne’ tre cuspidi sono y—2—0, z+x=0, x+y=0; esse concorrono nel 
punto z= y= — il quale è quello comune ai tre piani osculatori della linea 2) 
ne’ punti che sono cuspidi della linea 4). 





Se la superficie 3) vien segata da un piano tangente alla cubica gobba, per es. 
dal piano B=0, che passa per la tangente al punto di parametro zero e sega la 
linea al punto di parametro infinzto, la sezione risulta della retta A—B=—0 e della 
cubica piana : 

B=0, AD?+ 4C° 
per la quale il punto B=C=D=0 (cioè il punto della cubica gobba di parametro 
infinito) è un cuspide, e il punto B=C=A=0 (cioè il punto della cubica gobba 
di parametro zero) è un punto d’inflessione. Le tangenti alla cubica piana in questi 
punti sono B—D— 0, B —A—0 rispettivamente. Da ultimo, se la superficie 3) 
vien segata dal piano A= 0 osculatore della cubica gobba nel punto di parametro 
zero, si ottiene la conica : 
A=0, C+4(BD —C’) = 0 

che è tangente alla retta A—B—0 nel punto della cubica gobba di parametro zero. 


9. Pe’tre punti della cubica gobba di parametri zero, infinito e 0 passa il piano 
B—6C—0. Questi punti determinano un triangolo, i lati del quale sono : 


BEC 00e CG == 0 = A0 Ce 0. .8D — C = 0*. 








Pongo : 
C=x, A-&€C=%y, D-l=z, B— 6C—%; 


l’equazione d’una conica inscritta nel triangolo suddetto, riferita alle tre rette 


we 20) 
sara : 





(la)? + (my)? + (n2)’—0. 
Il piano passante per altri tre punti 0,, 9,, 93 della cubica gobba sega il piano w=0 
nella retta : ” 
(6 — 8,)(9 — 0,)(0 — 03)x + @y — 0,0,033 = 0; 
la condizione perchè questa retta tocchi la conica è : 
l a m n 
(9 Ke 9,)(0 ra 9,)(0 A 93) 6° 9, 9, 9, 2 
Tom. I. N°. 3. 1858. 22 
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Assunto un altro punto 9,, l’analoga condizione perchè la retta comune intersezione 


del piano 9, 9, 9, e del piano w=0 sia tangente alla stessa conica sara 
I m n 
VETRI CEREA] en Baker ES 
Da queste due equazioni si ha : 
I:m:n = (6—0,)(9—0,)(9—9:)(9—0,) : — 04: — 6, 6, 630, . 


La simmetria di questi valori mostra che anche le rette nelle quali il piano w —0 
è segato dai piani 9,939, , 0,030; sono tangenti alla medesima conica. Ossia : se 
un piano sega una cubica gobba in tre punti, le rette congiungenti questi punti, e le rette 
secondo le quali il piano è segato dalle facce del tetraedro che ha à vertici in: altri quat- 
tro punti della medesima cubica gobba, sono tangenti ad una stessa conica. Di questo 
teorema è conseguenza una elegante regola enunciata dal Sig. Chasles per costruire 
per punti la cubica gobba, della quale sono dati sei punti (12). 

10. La conica ora determinata varia nel piano w = 0 col variare il tetraedro 
0, 9,930; , mantenendosi però sempre inscritta nel triangolo xyz. E evidente che se 
si tengono fissi i punti 0, 0, 0, e si fa variare 9, , le coniche corrispondenti a tutti 
tetraedri che hanno tre vertici comuni sono inscritte nello stesso quadrilatero. La quarta 
tangente comune è la retta comune intersezione del piano w—0 e del piano 9,9,93. 
Questa retta corrisponde al triangolo 0, 8, 83. Tenendo fissi i punti 6, 9, e variando 
63, le rette corrispondenti agl’infiniti triangoli che hanno due vertici comuni passano 
per uno stesso punto (9—0,)(9—8,)x = — #y = — 6, 9,2 il quale è la traccia della 
retta 6,6, sul piano w=0. Questo punto corrisponde alla corda 6, 6, della cubica 
gobba. Se teniam fisso il punto 9, e variamo 6, , quel punto descriverà la conica : 


69,24 + (8 — 0,)9,æz — (0 —9,)0xy =0 
la quale risulta segando col piano w—0 il cono che ha il vertice al punto 6, e passa 


per la cubica gobba. Variando anche 0, le infinite coniche analoghe alla precedente 
sono inviluppate dalla linea del quart’ordine : 
(yz + 20 + xy) — 4x°yz = 0 

la quale è la medesima risultante dal segare la superficie 3) col piano w=0. Ossia: 
le coniche risultanti dal segare con un piano qualunque ? coni di second’ordine passanti 
per una cubica gobba sono inviluppate dalla linea del quart’ordine che si ha segando 
col piano medesimo il fascio delle rette tangenti alla cubica gobba. 

11. Si consideri il punto dello spazio pel quale passano i tre piani osculatori 
della cubica gobba: 


A—0, D=0, A—36B + 30°C — 6*D—0. 
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Posto 





A — TL, CRU EEE PD 36°C 43-368 — A =z 


l’equazione d’un cono di second’ordine circoscritto al triedro formato dai tre piani 
D y = 4 ==\0) sarà 





Ay + pat + vey = 0. 
I tre piani osculatori in tre altri punti @,, 6,, 93 s'incontrano nel punto : 
Ae Bh SC: D =o, 06,43: 0, 05 080, JD 8, 10 + 8, 8524 
e le equazioni della retta congiungente questo punto al vertice del triedro xyz saranno: 
Z:y:% = 0,0, 03: 0: (6 — 0,)(0 — 8,)(0 — 4s) 
quindi la condizione perchè questa retta sia nel cono anzidetto sarà : 


P v 
Haar = 0. 

5 (6 Foa 9,)(0 ir 9,)(0 ER 03) 
Così la condizione perchè il cono medesimo contenga anche la retta congiungente il 
punto æyz al punto comune a’tre piani osculatori ne’'punti 6, 8, 0, sarà: 





9, 9, 93 


À SETA cl y st 
6, 0,0, 0 (6— 6,)(0 —0,)(0 —0;) 





dalle quali si ha : 
A:pryv == 6,6,03 9, :— 64: (6 — 0,)(0 — 0,)(0 — 93)(0 — 6,) 


quindi lo stesso cono contiene anco le rette congiungenti il punto xyz al punto co- 
mune ai piani osculatori ne’ punti 9, 93 8, ed al punto comune ai piani osculatori nei 
punti 6, 03 6,. Ossia: gli spigoli del triedro formato da tre piani osculatori di una 
cubica gobba, e le rette congiungente il vertice di questo triedro ai vertici del tetraedro 
formato da altri quattro piani osculatori sono generatrici di uno stesso cono di se- 
cond’ordine. 

Si dimostra facilmente anche il teorema reciproco e se ne deduce la seguente re- 
gola per costruire i piani osculatori d'una cubica gobba, quando ne siano dati sei. 
Due de’piani dati si segano in una retta, sulla quale si fissi un punto ad arbitrio. Si 
unisca questo punto ai vertici del tetraedro formato dagli altri quattro punti dati ; si 
costruisca il cono che passa per le quattro congiungenti e per la retta comune ai 
primi due piani. Questi due piani segheranno il cono in due altre rette, il piano delle 
quali sarà uno de’piani richiesti. 

12. Il cono determinato nel teorema del n° 11 varia col variare il tetraedro 
9,9,93 9,. Tenendo fissi i primi tre punti e variando il quarto, ovvero una serie di 
coni circoscritti ad uno stesso angolo tetraedro. La quarta generatrice comune è Ja 


retta congiungente il punto æyz al punto comune ai piani osculatori ne’ punti 9, 9, 0x. 
* 
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Questa retta, quando varii il punto 03 restando fissi 0,9, genera il piano : 
RAI 2 
ser À) 
6.65) 19% (eta) (020%) 
il quale passa per la retta comune intersezione de’piani osculatori a’punti 6, 0,. Va- 
riando 6, il piano anzidetto inviluppa il cono : | 


(6 — 0,)(0x + 0,y) — 60,47 — 400,(0 — 0,)ay = 0 
il quale passa per la conica comune intersezione del piano osculatore al punto 6, e 


della superficie 3). Finalmente, variando anche 9, , i coni analoghi al precedente 
sono inviluppati dal cono di terzo ordine 
(x + y +2) — Maya = 0. 

Il quale è quello che ha il vertice al punto xyz e passa per la cubica gobba. Dunque: 
tutt’i cont aventi il vertice in uno stesso punto qualunque dello spazio e passanti 
rispettivamente per le coniche nelle quali à piani osculatori d’una cubica gobba se- 
gano il fascio delle tangenti a questa linea, sono inviluppati dal cono di terz’or- 
dine che ha il vertice al medesimo punto dello spazio e passa per la cubica gobba. 

13. Considero i piani osculatori in sei punti della cubica gobba 2), i parametri 
dei quali siano 6, 9, , 9, , 93, lo zero e l’infinito, e il piano osculatore in un settimo 





punto di parametro ©. Pongo : 





Ar Dey ; A — 30B + 30°C — @D =z , A—3o0B 2 30°C oD = w x 
quindi : 
w0(0 — 6)(A— 36,B + 39°C — 6D) = 00,(0 — 9,)2 
+ (0 — 0) [0,] (© — «00,y) + 60,(8, — 6)w 
ove 


[6.] = (6, — 0)(9, — 0). 
Posto inoltre : | 
9, = 00,(0 — 0,) z + (w— 0) [6,] (x — 060,4) 


le sei rette nelle quali i primi sei piani osculatori tagliano il Dans w=), prese in 


un certo ordine, saranno : 
x — 0,9 05.4 == 05 os la EV 
e le diagonali dell’esagono formato da queste rette saranno : 
03(0 — 03) [9,|z + (0 — 9) [0.] [03] (x — 060,4) = 0 
w0,93(0 — 03) [0,12 + (0 — 09)93 [0, ] [03] (® — 009,4) =0 
w0, (0 — 0,)(o—9,)2 + (0 — 0)(0 — 9,) [0,]x — #09,(0 — 0)(0 —0,) [0] y 


La condizione perchè queste rette passino per uno stesso punto è : 
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[6] ( — 93)(@ — 03)(0, — 03) + [8,] (0 — 93)(o — 9,)(0 — 9,) 
+ [03] (o — 0,)(0 — 0,)(0, — 0,) = 0 


la quale è identica, qualunque sia ©. Dunque: un piano osculatore d'una cubica 
gobba è segato da tutti gli altri piani osculatori della medesima in rette, che sono 
tangenti di una sola conica. Nell’Apercu trovasi enunciato questo teorema: él piano 
d’una conica tangente a sei piani dati inviluppa una superficie sviluppabile del quarto 
ordine. Questa proposizione può risguardarsi come la reciproca della precedente. Ne 
consegue una regola per costruire i piani osculatori d’una cubica gobba, quando né 
siano dati sei. Due de’dati piani segheranno ciascuno gli altri cinque in cinque rette: 
avremo quindi due sistemi di cinque rette, ne’ quali una retta è comune. Sulla retta 
comune intersezione di altri due de’piani dati si fissi un punto ad arbitrio, pel quale 
si conducano de’piani passanti rispettivamente per le rette di ciascuno de’due sistemi. 
Avremo così due sistemi di cinque piani, ne’quali tre piani sono comuni. Si costrui- 
scano i coni di secondo ordine inscritti in questi angoli pentaedri ; questi coni avranno 
un quarto piano tangente comune : esso sarà osculatore della cubica gobba. 

14. Dati sette punti nello spazio formanti un ettagono gobbo 12345671, cer- 
chiamo la condizione perchè i piani de’tre angoli consecutivi 321, 217, 176 incon- 
trino i lati rispettivamente opposti 65, 54; 43 in tre punti posti in un piano pas- 
sante pel vertice 1 dell’ angolo intermedio. I punti 1, 4, 6, 2 determinano un te- 
traedro, le equazioni delle facce del quale siano : 


AA MAMA EEA De (1 


alle quali quei punti siano ordinatamente opposti. Siano a:b:c:d, a2: f:y:3, 
t:u:v:w le coordinate de’ punti 7, 3, 5. Le equazioni de’piani 321, 217, 176 sono: 


e il Olii 





e quelle delle rette 65, 54, 43: 
| AIR D A CDA T) 
t u w à 


n cr ceca Sea Fer 


w È. V 


quindi pe’tre punti d’incontro si ha: 


A:B:C:D=t:u:z uw; A:B:C:Deteveviw; 


ABD ="a:—0ry. 20 


e la condizione richiesta sara : 
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SOC 
tuv w 
| ae 
Sn ove S—jab c d 
da, 
an 
a fp 7 È 


| 
It, Te %3 Ly 
Se si risguarda questa condizione come relativa al punto 1, le analoghe condizioni 
relative ai punti 4, 6, 2 saranno : 

dS dS 0 dS 


dx, rad ’ ? 


da; dx, 
Si indichino queste equazioni nelle quali siansi tolti tutti divisori, con : 
AA PR PESTE A Si mt PE 
Le analoghe condizioni relative ai punti 7, 3, 5 saranno: 
aT,+bT,+eT3+d°T,=0, #T,+£T,+yT3+T3=0, 

ET, +wT,+v7T; + wT,=0, 
Queste tre equazioni sono dunque conseguenze delle prime quattro. Anzi le prime 
quattro equivalgono a due sole indipendenti, il che si dimostra facilissimamente, ram- 
mentando una nota proprietà de’determinanti. 

Ora il punto 5 si consideri come variabile, e gli altri come fissi. Il luogo del 
punto 5 sarà quindi rappresentato da due qualunque delle equazioni superiori. Le 
prime quattro equazioni T, = 0, T, =0, T;— 0, T,=0 rappresentano quattro 
coni di second’ordine, aventi a due a due una generatrice comune, dunque il luogo del 
punto 5 è la cubica gobba determinata dai sei punti dati. Cioè: el luogo di un punto 
che con sei punti dati formi un ottagono gobbo tale che il piano di uno qualunque 
de’suot angoli e i piani de’due angoli adiacenti incontrino i lati rispettivamente op- 
posti in tre punti posti în un piano passante pel vertice del primo angolo , è la 
cubica gobba determinata dai sei punti dati. (Questo teorema e il suo reciproco sono 
enunciati nell’ Aperçu. 

Ne deriva una regola per costruire per punti la cubica gobba di cui sono dati 
sei punti 1, 2, 3, 4, 5, 6. Pe’punti 16 facciasi passare un piano qualunque 162 che 
segherà la cubica gobba in un punto x che si tratta di costruire. I piani 16x, 123, 
456 incontrino le rette 34, 56, 12 rispettivamente ne’punti a, b, €; i piani abi , 
ac6 seghino i lati 45, 23 ne’punti d, e; il punto comune ai piani d21, 5e6, 16x 
sarà il domandato. 

Aprile 1858. (Continua). 
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SULLE EQUAZIONI DEL MOLTIPLICATORE PER LA TRASFORMAZIONE 
DELLE FUNZIONI ELITTICHE. 


NOTA 
DEL PROF. FRANCESCO BRIOSCHI. 


SSR 








E noto come supponendo n numero dispari si soddisfi all’equazione: 


dy zdx 


VA) y) Vlr) Fax) 


mediante la sostituzione y — Vv , nella quale U, V sono due polinomj in x dei gradi 
n ed n—1; e come ponendo: 





7 I da : da DES 
K=-| reo K = 3 sax, K+K=1 
Jo Vi(i—x)(t— Kar) iger JA —K 7x")? 
ed : 
mK + mik' 


bia 


n 


dove m, m sono due numeri interi, ed ? — V— 1, si hanno le relazioni : 


n 
RS a 
Va = ksen coam.4w sen coam.8% . . . . sen coam. 2(n—1)o 
(1) 
N I 1)? sen am.4o senam.8o .... sen am.2(n—1)« 
LE — | Te 
\ sen coam.4 sen coam.8... . sen coam.2(n—1)w 


Se n è numero primo, si hanno n+1 trasformazioni dell’ennesimo ordine differenti 
fra loro, le quali corrispondono agli n—+1 seguenti valori di © : 


Kea Ko 7K’ K + 2:K K + (n—1lK 


ee ’ 3 


n n n n n 


- e questi sostituiti nella (1) danno n+1 valori corrispondenti pel modulo À ed n+1 
pel moltiplicatore 2. Quindi le equazioni, le radici delle quali sono quegli n+1 va- 
lori di A o di 3, saranno del grado n + 1. Le prime equazioni sono denominate 
equazioni del modulo o modulari; alle seconde daremo il nome di equazioni del mol- 


tiplicatore. 
Indieando con 2, , 3, --. 2,,, gli m +1 valori del moltiplicatore ; e con A,, 
A,, Az... i valori della funzione completa : 


A = [ dx ie 
Jo y aa) RR)! 
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corrispondenti agli n + 1 valori del modulo si hanno le : 
> n ‘AY A, ite 
2, = (—1) m'en Ba DA OU Bu Lx Re K 3 


od osseryando essere: (Fundamenta Nova pag. 184) 


2K mn 
it TU 
si avrà per un teorema di Jacobi (*) dimostrato da Sohnke (**) 
qua 


va \/ Gales 


ed i valori di /z,, /23... si otterranno ponendo nella: 


~ 
= 


4 
in luogo di p ordinatamente g“, ag", ag"... . 


1 
a"7!g"; essendo « una radice del- 
Vequazione a*— 1 = 0. Questa proprietà dei moltiplicatori fu già dimostrata dall 


Abel, ma inesattamente quanto al primo di essi (***). 


m? 


Ora la sommatoria Ÿ q “ può decomporsi nel modo seguente : 
m 





m? La (n—1)? (n4-1)? (an—1)? (2n +1)? 
i Di get Bg 2g at 2g dg Een ees 
m 
4 (n—2)? (n+2)? (an—2)? (2n +2)“ 





ag 7 + 2q si + 2q da + 2q fado ao 


“lerne, ud al ee rer VE MO DAOLIO te, O GO ele, SISI EN 








1 p—1\2 4 /n+i1\2 1/3n—4\2 
Last =) ag 27 Fra =) Me 
+ Qq" + Agi HU" +..... 
per cui ponendo per brevità : 
Ao TT Ax 2 ran Dean. coe Dg" SIA nn 





m 


(*) Giornale di Crelle T. 3. pag. 193. 


(**) Idem T. 16. pag. 103. 
(***) Idem T. 3. pag. 400. Oeuvres completes. T. 1. pag. 315. 


—f 
mf 
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si avranno le seguenti relazioni : 


Va = V(0°»)a 


v2» = Ao +A, +A, +...+ Ana 


2 





n—1\2 
Vas =A, + <A, + 24A, +... Var 





n—1 
2 


e analoghe espressioni per Y24, ÿ25 - - .. ponendo in quest'ultima 22, 2°... in 


luogo di x. Questa importante proprietà delle radici delle equazioni del moltiplicatore 
venne pure enunciata da Jacobi nel T° 3° del Giornale di Crelle pag. 308. 
Quindi supponendo n = 3 le A, , A, dovranno soddisfare a due equazioni di 
condizione; le quali, essendo per questo caso : 
j zi — 62° + 8(1= 2K’)2—3—0 
l'equazione del moltiplicatore, risulteranno : 
3 Aro A 6 3 3 Ot / 91? 
A (A5 HAN) = 1 8A) — 20A, A! — Af = 8(1 — 2k°). 
Cosi per n = 5 essendo Vequazione del moltiplicatore la: 


26 — 1025 + 3524 — 602? + 552° — 2(13 — 274°k"): +5 — 0 


| 


o più semplicemente la : 

| (ee RC Ea 0 
dal confronto dei coefficienti si otterranno le relazioni: 

A* + A,A, — 1 11A5 — 1545 + 54% + A,(A? + AS) — 1 

494A5° — 1170A, + 5040A, — 5880A, + 1890A° — 228A5(A5 + A;) 

+ 120A7(A? + A$) + 360A,(A} + AS) + A! + Ato — 374 — 29%°k°. 
od altre dipendenti da queste. Mostreremo in un prossimo lavoro aleune conseguenze 
di queste proprietà dalle equazioni del moltiplicatore; e come dalla medesima si pos- 


sano far dipendere i risultati ottenuti recentemente dal Sig. Hermite (Comptes Ren- 
dus, N° 11. Mars 1858) intorno la risoluzione della equazione del quinto grado. 


Pavia. Maggio 1858. 


Tom. I. N°. 3. 1858. 23 
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SOPRA ALCUNE CURVE ALGEBRICHE, DELLE QUALI LA LEMNISCATA 
È UN CASO PARTICOLARE. 


NOTA 
DEL PROF. BARNABA TORTOLINI. 





1° Prendiamo due assi ortogonali delle x, e delle y, e scegliamo l’origine delle 
coordinate per polo di una certa curva. Sia r il raggio vettore, ed u l’angolo che r 
forma con l’asse delle x, avremo per le due coordinate &, y, i valori 


Pr PCOS eis i} eT Sell ti: 
Ciò posto sia 9, l’inclinazione della curva nel punto (x, y), vale a dire, che 


dy 

tango = — 
DI de 

d’onde differenziando i precedenti valori si troverà 


sen ü dr + r cos u du 


tane ——i——r.r_re _ tti 
5? cos udr — r sen u du 


Dividendo in essa il numeratore , e denominatore per cosu, e per dr, si dedurrà 





facilmente 
rdu tan — tang U 
rer oe tang(o — u) 
dr 1 + tang otang u 
od anche 
dr 
col(o — uU) = 
(9 rdu 


Come è chiaro 9 — u rappresenta l’angolo formato dalla tangente al punto (x, y) con 
il raggio r. Sia ora 9, l'inclinazione della normale all’asse delle ascisse , per cui si 


T ER 
ha 9, Fun + 9, € perciò 





4 
cot(9, = u) = — collo — u = à) 
d'onde 
dr 
tang(9, FT u) aoe r du 


od anche 


dr 
= ata du tang(o, — U). 
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Il primo membro di quest’equazione è integrabile, ed il secondo membro anche sarà 
riducibile alle quadrature tutte le volte, che sia dato 9, in funzione di u. 

2° Per fare un’ applicazione semplicissima supponiamo , che |’ angolo 9, sia un 
multiplo impari dell'angolo polare w in modo da prendere 

9 = (2n + 1)u 
si avrà 
dr d.cos 2nu 

= — du lang 2nu = 


dr 2n cos 2nu 


d’onde dall’integrazione si trae 
An log r = log(cos Ann) + C 


Si determini la costante in guisa, che u = 0 dia r=a, il che porge C=2n log.a, 
e passando quindi dai logaritmi ai numeri verrà in fine 

re’ = a" cos 2nu 
Le curve algebriche contenute in questa equazione, non solo per un numero pari 2n 
ma anche per un numero impari sono state studiate dai geometri, ed in particolare 
dal Sig. Serret in differenti note inserite nei volumi 7° ed 8° del giornale del Sig. 
Liouville : rappresentata la loro equazione sotto la forma generica 


m 


1” =a” cos mu 


gode della proprietà, che il prodotto di m distanze di un suo punto qualunque da 
m punti fissi è costante. Come ognun vede per n= 1, e per m = 2 si ottiene la 
lemniscata. Fermandoci al caso dell’esponente pari 2n , il medesimo Sig. Serret ha 
dimostrato che i perimetri di queste curve sono tutti esprimibili per gli integrali Eu- 
leriani di seconda specie, ossia per la funzione T di Legendre. 

3° Le medesime curve fin qui rammentate furono già il soggetto di molte spe- 
culazioni analitiche del Conte di Fagnano nelle sue produzioni matematiche vol. 2° 
Schediasma 1° e seg. pag. 375 ove si propone di « trovare quelle curve nelle quali 
» l’angolo fatto dalle corde (che partono tutte da un punto), e dall'asse stà all’ an- 
» golo fatto dalle normali alla curva, e dal medesimo asse in data ragione di nu- 
» mero a numero; » così per n = À si ha la lemniscata nella quale l'angolo for- 
mato dalla normale con l’asse 2a è triplo dall'angolo formato dalla corda; e per l’equa- 
zione algebrica si ha 


2 


(x a y) a a (x? LR y”). 


Il Conte di Fagnano giunge a determinare un’altra curva, che goda della stessa pro- 


prietà, nel qual caso la curva volge la sua convessitä verso l’asse delle x. Per n=2 
si ottiene la curva di equazione polare 


r+ — abeos Au 
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All'origine le rette tangenti sono inclinate all’asse di un angolo 3° mentre per r—0) 


st ha 4u ati l'equazione algebrica ascende all’ ottavo grado: infatti per la sosti- 


tuzione dei seni, e coseni degli archi semplici, si trae 

ri — ql 4 6sen” 2 4 

rt — at(costu — Ösen u cos?u + sen*u) 
d'onde per i valori di r, sen u, cos u, verrà 

(e° + y’)4 = ak(xt — 62°Y° + yi) 

la quale viene ritrovata egualmente dal Conte di Fagnano nel citato luogo pag. 384. 
In questa curva l'angolo formato dalla normale con l’asse è quintuplo dell'angolo po-. 
lare u. Se dall’equazione generale di forma polare del grado 2n , vogliamo passare 
all'equazione algebrica in x, ed y, il nuovo grado dell’ equazione ascende a An, e 


prevalendosi di formole sotto l’aspetto di quantità imaginarie, la sua equazione alge- 
brica prende una forma assai semplice : infatti ponendo V—1 =i, dal Teorema di 


Moivre abbiamo 
2cos 2nu = (cosu + 2 sen u)?" + (cos u — à sen u)” 


e ponendo nel secondo membro 


1 1 en 
COS U ——, sen u — À, r = Va? + y) 
> i 
si ricaverà 
1 | (% + zy)” x — wy)" 
cos 2nu = = CESSE, Dore DI), ze | CI 
2 r 


di qui l'equazione algebrica della curva sara 
eb 


(a* + y)" = (6 + iy)" + (x — iy) | 


La supposizione di n — 1, n= 2, riprodurrà le curve di sopra considerate, e vo- 
lendo fare di più n =3, si avrà l'equazione del duodecimo grado 
(0? + y°) = a®(x® — 15254? + 15x2y4 — y) 
Nella stessa guisa per altri valori di n si otterrebbero curve algebriche determinate 
da gradi maggiori. 
4° La rettificazione generale di questa famiglia di curve dipende da una parti- 


colar forma d’integrali Euleriani di prima specie, pei quali come ha fatto conoscere 
Legendre per alcuni casi particolari sono riducibili ai trascendenti ellittici di prima 


specie. Calcoliamo il valore di 
ds = V(dr? + r°du?) 
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per la rettificazione delle curve, col supporre 
°° = a°" cos 2nu 


si troverà senza difficoltà 


' = Ar dr 
CSS Zn ve _———————<  - 
Va” u pi” ? od $ di > Val” LI pi” 


pis dg, (lie aut 


Pongasi 


ed integrando fra i limiti z= 0, z = 1 si avrà per la quarta parte dell’intero pe- 
rimetro 


sma EL | 
| o VA — 24") 


Per i casi speciali di n—1,n—2,n—3, gl'integrali si riducono per quanto 
ha dimostrato Legendre ai trascendenti ellittici di prima specie : essi si possono an- 
che esprimere, come fece vedere il Sig. Serret per la T di Legendre, ossia per l’in- 
tegrale Euleriano di seconda specie. Pongo termine a questa breve nota di cui lo 
scopo principale è stato di richiamare a memoria le ricerche intraprese sopra queste 
curve unitamente ad altre somiglianti dal Conte di Fagnano, al quale si vede che 
gli erano state suggerite da un profondo studio sulle proprietà della lemniscata. 


Roma 26 Maggio 1858. 
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INTORNO AD UNA FORMOLA DI INTERPOLAZIONE. 
TCHEBICHEF. — SUR UNE FORMULE D’ANALYSE. Giornale di Crelle. T. 53. pag. 286. 


ee es — 


n(n + 1) 
9 


_ 


Lemma. Le n° quantità «,,, sieno legate ad altre n° quantità a,,, dalle 
equazioni : 
ast As,1 Sa X,.,2 ds,2 me BES “i Ann An Fe 
X51 A,,1 cha Ly,2 Q,,2 = ssa = aon An a a, = 
Siccome indicando con H il determinante : 


De: Air As ,2 Fire Onn) 
deducesi dalle medesime : 


a, dH 
== 
te H ad 





si avranno anche le seguenti : 


x è SRI 0 
—a,, 0 SP È See GAI = 
a, 197 715 a, 2,r 7238 a, Ay Ross 

1 i 1 

Po &ı,r ir == — Hop Aa, = Fr EE a =" An sp Un, = 1 i 
a, a, Un 


Sieno f(x) , g(x) due polinomj rispettivamente dei gradi n,n—1 e non aventi fat- 











tori comuni. Supponiamo che sviluppando in frazione continua la frazione a ottengasi : 
g(@) _ _1 
f(z) 
er 
a 
1 
+ = 
Qu 
en cher | 
N, N, N 
DADA D, 


sieno le ridotte successive di questa frazione continua. Indicando con r,, r,.....1 
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residui della divisione, e con x, , x, . .. æ, le radici dell’equazione f(x)=0, si ha 
come è noto : 


r(x) = (—1)° (D, — fN,) 


e quindi : 
(1) rs(x,) = (—1)' o(£,) D.(£,). 


Ora i polinomj r,, D, essendo rispettivamente dei gradi n—s—1, ed s si avranno 


le equazioni : 
r,(&,) . 
rr == 0 — 0 per i<s 
2.7) Ha ee 


SEAL A | 
da hoa 


s41 Il coefficiente di x nel quoziente q,,, ; ossia per la (1): 


n oa) - (Dro tn SL 1 
pre je 9 >, DD. PURES Hal 


Applicando a questo caso il Lemma superiore si ottengono le relazioni : 





essendo « 

















Sep aD), (%,) D,(x,) + a3D,(x,) D,(x,) —..-+ (—1)"""«,D,_, (x,)D,_,(2,)—=0 
a, — Dix) + Di) — . . . . . . .. EE «De _,(0,) = f(£,) 
g(x,) 


dalle quali. deducesi facilmente : 


x (2s), — à (%,) 
D, He.) Fia) ie D “D, fay + 


+ D D, (a) SY Hader = He) 


e supponendo (x) di grado < n, dividendo per (c—z,) f 
gesi alla formola d’interpolazione : 
(a) DI, ve 


(2) =a, = oe 


De ne 


(Questa formola coincide con quella enunciata dal Sig. Tchebichef ponendo 


(a) = f(x) 











(x,) e sommando giun- 













Pror. F. BrioscHi. 
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NUOVA TEORIA DEGLI STROMENTI OTTICI 
MEMORIA 
DI OTTAVIANO FABRIZIO MOSSOTTI 


inserita negli ANNALI della R. Università di Pisa e nel nuovo cimento 
Tomo 6. agosto al novembre 1857. 
OSSERVAZIONI DEL PROF. FRANCESCO CATTANEO. 


(Continuazione e fine V. pag. 124). 


SEE 


Ora quando siano noti i due sistemi componenti è facile il determinare le C{° CA: 
imperocchè se pel sistema objettivo si indicano con 


pt) pe? Pp pl?) 


QiTA 2 2i—2 2i—2 
le corrispondenti conosciute funzioni P, e pel sistema oculare esse siano rappresentate da 


(2:44) (2:+2) (2ë+1) (2i+2) 
Poe IN Posa ba 


si avrà la C se nella (19) si porranno in luogo delle attuali P le prime quattro 
tra queste ultime e la v; C in luogo di v, CG: si otterrà invece la Cf, se nella 
stessa equazione si porranno le ultime quattro P in luogo di quelle attualmente con- 
tenutevi, e la v; Cf, in luogo di v, Aj. In quanto poi alla C, che d’ordinario è ne- 
galiva, se ne assegna il valore conoscendosi la distanza D, alla quale per I’ occhio 
dell’osservatore ha luogo la distinta visione, e la distanza d della pupilla dalla su- 


perficie n.°" del sistema, chè allora è 
(21) Cad—D. 


Inoltre si possono sempre formare le funzioni P del sistema composto mediante 
le analoghe funzioni dei componenti, e la h;,, data dalla (20), e determinare per 
conseguenza i suoi elementi principali. Sono tra questi la distanza focale principale, 
e la distanza del punto oculare. La prima è la distanza da una delle superficie esterne 
del sistema di quel piano normale all’asse centrale che contiene i fuochi dei fasci di 
raggi paralleli incidenti sull’altra superficie estrema dello stesso sistema. Ogni sistema 
ha perciò due distanze focali principali, come ha due distanze oculari. Se pertanto 
nel sistema composto di n superficie indicansi con F 9 Ja distanza focale princi- 
pale, e la distanza del punto oculare relative alla superficie n.°; e con FÜ? 90 Je 
analoghe distanze relative alla prima superficie, si otterranno le due prime dalla (19) 

1 


come valori di C corrispondenti rispettivamente a dE A, = 0; le altresaue 


PURA ED APPLICATA. 185 


Ta 
si avranno dalla stessa equazione come valori di A, corrispondenti a GC =—,C—0. 
Vale a dire sarà 


ple BY URP 


EU aan al n(n) ee on—{ 
Fi wor POL. AR ay „pe i, 
(22) 2n-4 Qn— 1 
a 
(2) / 2) 
ge) ne Me ‘14 er H a) ee — Der, 4 
“or, pe PO, 
n—t 


Qn—2 

Ed allora se indichiamo con 
WW RO MM. (2) +1) nln) 
tate uae: a E° EX 


i+i 


analoghe distanze pel sistema objettivo e per l’oculare relative rispettivamente a quella 
superficie estrema del sistema che è contrassegnata dall’indice posto al piede di cia- 
scuna lettera, dalle relazioni trovate dal Mossotti fra le P del sistema composto € 
quelle dei componenti cioè dalle 





/ il 
(2 ee (1) (2i+1) (1) te) 
| 4 AM ee PES À hier w F Di Li, } 
RAV (1) (2i—1) (1) Mr) ? 
Pius PL bo yh ERA F; ser #9 
(23) È 
ae (2) (2i-+1) 1) (n) 
be Fabio PIA por { hi: er Kr $ 
1 
(2 (2) (2i+4) (4) (n) 
Pio" v. A a pe i hir "a dj is I } 
i * 
potremo dedurne le equazioni non contemplate dall’ A. 
Ltd DER Hal A) ARONA (n) 
Ft PE as E de nata gt) == his 0; ra Fi! 
N is iù FA a Fo n ? 0) Mr h. isa? giv EN TIER 
Re ii II i it 
(24) 
; hac RI hi. — dt) — jm) 
Fl) bc 11 t-4 Fo : dl) _ tl i iPi DO) 
oe re (4 ) 1 ir 
his da Be Rigs a Hi SE a . 


le quali somministrano le distanze focali principali e le ocuları del sistema composto 
espresse colle analoghe dei sistemi componenti. 

Il Mossotti esprime invece nel seguente modo l'amplificazione del sistema composto 
in funzione degli ingrandimenti dei sistemi componenti. Per brevità si indichi con RÜ 
il rapporto dell'angolo sotto cui l'occhio collocato nel centro di figura della superficie 
n.° vede l’imagine discosta di C dal centro stesso, all'angolo sotto cui vedrebbe l’og- 
getto discosto di A, dal centro di figura della 1° superficie se in questo centro si 

Tom. I. N°. 3. 1588: 24 
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collocasse ; ed analogamente si rappresentino con RI! Rf*! gli analoghi rapporti per 
le due parti obiettiva ed oculare dello strumento, cosicchè il secondo di essi sia preso 
tra il primo dei due angoli or nominati, e quello sotto cui l’occhio vedrebbe l’ima- 
gine formata dalla parte objettiva se a riguardarla esso si ponesse nel centro di figura 
della superficie 2--1.°° Tra questi rapporti sussiste la relazione. 

GE 


(25) RIS SS Cm RY? Rene 


VI 
ehe il Mossotti enuncia dicendo essere |’ amplificazione totale dello strumento eguale 
al prodotto dei due ingrandimenti parziali operati dal sistema objettivo e dal sistema 
oculare, moltiplicato per la ragione della distanza conjugata del primo a quella del 
secondo dei sistemi medesimi. 

E passando poi a misurare I’ ingrandimento del sistema completo col mezzo dei 


suoi propri elementi egli ne esebisce le tre misure equivalenti 


v 04) v, a v, a gt) 
26 apa (A rt 
ia, v | ) vic; co ( C 








nelle quali, come più sopra, a, €, , €, indicano rispettivamente la semiapertura della su- 
perficie obiettiva, il raggio delle sezioni circolari dei pennelli emergenti operate dalla 
n. superficie (la quale per l’attuale grado di approssimazione è a considerarsi come 
piana) e il raggio dell’anello oculare di Biot. Per conseguenza osserva giustamente il 
Mossotti che i due raggi c, c, non sono più nel caso attuale eguali fra loro, ma è 


a) 
Co (1- C ) 


Su queste misure dell’ingrandimento giova però avvertire che l’ A. nel determinarle 
suppose l'occhio aderente alla n.°° superficie : il che sta bene quando il punto ocu- 
lare riesce interno allo strumento. Ma se l’occhio se ne trovasse alla distanza d, cioè 
come più sopra si disse fosse alla distanza D, dall'ultima imagine virtuale dello stro- 
mento, si dovrebbe allora moltiplicare quelle tre misure per 


G. 





1 


E se l’occhio si collocasse nel punto oculare che & la posizione sua piü conveniente 
allorchè questo punto è esterno, il moltiplicatore, per essere d = 3" e per la (21) 
diverrebbe 

C 


\ (1) 
C—X 
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e le tre misure si trasformerebbero nelle seguenti 


UV, a 
(27) aoe a ba 3 —— —.. !: ey ee 


Perciò anche nel caso in cui i raggi dei pennelli luminosi escano divergenti dall’ocu- 


Vv 


lare l’ingrandimento si misura colla stessa formola — — Py) ,, come allorquando ne 
Vo 


sortono paralleli : la grandezza però ne è diversa perchè la PY), ha attualmente il 


valore somministrato dalla (23), mentre pei raggi emergenti paralleli è 


Cc” Dem FO) 


ida Ti 
e per conseguenza 


il 2n—t 


pi? == 2 Pp’) p+V ‘ C Per dur. 
2n—t Vi € i 


Rispetto finalmente al campo la misura sua subisce il solo cambiamento che nelle 
formole (18) la c, va surrogata con c, (1 — c): 

8. La teoria generale fin qui riassunta è poi dall’ A. applicata ad alcuni esempi 
sì per mostrare l’uso delle sue formole e le riduzioni di cui è suscettibile la compo- 
sizione delle funzioni P allorchè si trascurano le grossezze delle lenti componenti il 
sistema, sì per esporre la teoria particolare di alcuni fra gli strumenti più semplici. 
Esamina infatti l’azione di una, due, quattro superficie dividenti : per conseguenza 
gli effetti delle lenti semplici considerandole anche e come microscopi e come occhiali 
e giustificando l’esistenza degli assi dei pennelli luminosi e del centro ottico che tanta 
parte hanno nell’ odierna teoria degli strumenti ottici : per conseguenza le leggi dei 
cannocchiali di Galilei e di Kepler, ed il calcolo del dinametro a doppia imagine di 
Dollond del quale aveva già descritto l’uso per la determinazione dell’ingrandimento. 
Queste applicazioni lasciano però il desiderio che come, sulle prime, nella teoria delle 
lenti semplici aveva l'A. preso a calcolo anche la grossezza delle medesime, così an- 
zicchè trascurarla di poi, avesse cercato quale influenza essa abbia e nei microscopi e 
nei cannocchiali e nel micrometro a doppia imagine. E ciò tanto più in quanto che 
già più sopra si osservò che il conservare nel calcolo l'anzidetta grossezza non impe- 
disce si possa esprimere la relazione delle distanze focali conjugate di qualsivoglia si- 
stema collo stesso enunciato che ordinariamente è in uso per una lente di cui la gros- 
sezza sia trascurata. E in realtà se si pone 


(29) pie ga re it Pas 1 
LI vm JOIE 


* 
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e si richiamano i valori (22) delle distanze focali principali F# EF’, la prima delle 
equazioni (10) cioè la 





1 1 1 
29 Pp Pp’ (4) ue (2) en 
| ) 2n—1 a Vo AG 2n—1 = v, A Pos = Vo A, I. 0 


si riduce alla forma 


1 1 1 1 


30 Er ee ad dio EB ini NEE nn sn 
| | Un (A Fi 1) = Vo (A —{) v, (F1 1) VF —1,) 


che nel caso di v, = v,, cioè in quello di tutti gli strumenti ottici le cui superficie 
estreme sono toccate esternamente dallo stesso mezzo, diventa 
(31) Ft man 
(6) (0) 4 (a 
Se perciò 1, I, sono le distanze di due punti dell’ asse centrale misurate rispettiva- 
mente dai centri di figura delle superficie n.°° e 1%, e da questi due punti si mi- 
surano le distanze focali A, —Ll,, A — lL conjugate , e le distanze focali principali 
FS — 1, F® — I, quest'ultima equazione mette in evidenza che la somma dei va- 
lori inversi delle distanze focali conjugate eguaglia il valore inverso della distanza fo- 
cale principale del sistema. Ora in conseguenza del doppio segno contenuto nelle for- 
mole (28) due sono queste coppie di punti: per quella che corrisponde al segno su- 


periore negativo è 


FASI lia ar ue Laas La RA 
v, (Fi — 1) (FY? — kb) vr 


per l’altra che corrisponde al segno inferiore è 


FLE UE tes ASA po Rp 
Mea OSs Ae 


e perciò i punti delle due coppie i quali corrispondono ad una delle superficie estre- 
me del sistema sono equidistanti dal fuoco principale relativo alla superficie medesi- 
ma. La prima di queste coppie fu avvertita da Gauss il quale la chiamö coppia di 
punti principali, e la defini dalla proprietà che i piani perpendicolari all’ asse cen- 
trale in questi due punti incontrano rispettivamente un raggio incidente, ed il cor- 
rispondente raggio emergente dal sistema in punti situati sovra una retta parallela 
all’asse centrale. Mirando però un po’ più addentro si scorge che questi due piani prin- 
cipali sono piani focali conjugati aventi la proprietà che il punto raggiante esistente 
nell’uno, e il suo fuoco conjugato esistente nell’altro sono sovra una parallela all’asse. 
La quale proprietà conduce all'altra che di una figura raggiante posta in uno di quei 
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piani si forma virtualmente o realmente nell'altra un’ imagine eguale e diritta. E al- 
lora i piani corrispendenti all’altra coppia di punti, finora non avvertita da alcuno, 
hanno la proprietà che di una figura esistente in uno di essi si forma bensì nell’al- 
tro una imagine eguale, ma questa è rovescia. 

Nè forse è inopportuno il ricordare che nel caso di v, = vo, pel quale le due 
distanze focali principali FP — I, Fi” — I, sono eguali (che è il caso ordinario) i 
due punti principali di Gauss coincidono coi due centr? conjugali di Biot (*), cioè 
coi due punti dell’asse aventi la proprietà che i raggi emanati dall’uno si raccolgono, 
emergendo dal sistema ottico, nell’altro seguendo vie rispettivamente parallele a quelle 
di incidenza. Le rispettive distanze L, L di questi due punti dalle superficie 1°, n.°‘ 
sono 





2 (4) 
Unita Pira Un Vo boa 
(32) L, — y pi 2 L (4) 
Vo Un Be Vo Un Ba 4 


che appunto coincidono colle (28) segno superiore quando sia v,= v,. Nella quale 
supposizione la proprietà dell’ emergenza parallela alla incidenza non è esclusiva ai 
raggi emanati dai due centri, ma si estende a tutti i punti dei piani principali, fatto 
non avvertito da Biot. 

Tanto poi quella coppia di centri conjugati quanto l’altra coppia di punti dell’asse 
individuati dalle distanze 


(2) (4) 
33 È ai Vo stata PE L heu perdite Un + Vo e 
( ) CE pH ? Cr pt 
ne net 


ai quali non compete però il parallelismo dell’ emergenza alla incidenza ha la pro- 
prietà che per essa la equazione (29) si trasforma nell’altra 





Un Up es Un a Vo 
(34) PAS BEER; L | ACT D a L FÜ 252 IE 
essendo 
4 4 == pie colle (32) 


Sum er, VON DI 
PE CAL AO E PON) 


2n—1 
A queste due coppie di punti si connette un’altra singolarità relativa ai piani pas- 
santi per essi e perpendicolari all’ asse centrale. Per ciascuna coppia infatti il rap- 
porto tra i lati omologhi della figura objettiva esistente in un piano, e della sua 
BB. er 
imagine reale o virtuale esistente nell’altro eguaglia—: se non che per una coppia 


n 


di piani l’imagine è diritta, per I’ altra è rovescia rispetto all’ oggetto. I piani dei 





(*) Loco citato pag. 473. 
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centri conjugati coincidono perciò coi piani principali se v,—v,. Facili sono le di- 
mostrazioni di queste proprietà. 

Per mostrare poi che se il computo della grossezza delle lenti accresce il lavoro 
numerico non rende però , col mezzo delle precedenti proprietà , più complicata la 
scrittura analitica delle proprietà ottiche, ricorderò come |’ A. nello esporre la teorica 
del micrometro a doppia imagine, trascurando quella grossezza, abbia trovato che in- 
dicato con 

2c il diametro del circolo (oggetto) da misurarsi col micrometro 

2e la distanza misurata direttamente dei centri delle due semilenti dello stru- 
mento allorchè i bordi delle due imagini dell’oggetto sono a contatto 

Fi fa le distanze focali principali della lente objettiva bipartita e della lente 
oculare del micrometro misurato come d’ordinario si usa 

h; l'intervallo o distanza fra le due lenti 


è 2 0 (1 Men MN (AR 

Stils 
Ora se nella teorica dello strumento non si trascurano le grossezze anzidette e, de- 
terminate le coppie dei punti principali di ciascuna lente, si dicono 


(1) th) 
92 > Ps 


le distanze focali principali interne della lente bipartita e della oculare, misurate cioè 
‘ dai punti principali corrispondenti alle due facce interne fra loro riguardantisi delle 
lenti stesse, e si indica con k3 la mutua distanza dei punti medesimi, ottiensi ancora 


ge 
2 —2e[1 — air) 
Dm +9 — ka 


Noterò poi che, ritenute tutte le precedenti denominazioni, e supposto 


VO EU ASUS AUX 


= m 
Vi Vi V3 V3 





indice di rifrazione dall’aria nel vetro delle lenti del micrometro, ed essendo h, h, 
le grossezze delle due lenti, h3 la distanza delle loro facce interne, ed osservato che 
P; » 03 raggi della prima superficie appartenente alla lente bipartita e della terza ap- 
partenente alla oculare è : 
AR (m — 1) +7 | 
2 Piers eS) PxPa 
Se N 
Pa Pat Pa MISS PP 

h, Pa ts hi P3 < 
m(p, + Pa) — (m — 1)h, mes + py) — (m — 1)h, 


-S 
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ERRATA—CORRIGE PEL N°. 2°. 


ERRORI 


Pag. 93 lin. 2 


p. 


e quindi conviene che le medesime siano 
linee rette e circolari. 

in: 
se si ponga 


a thy ly! 
MS e 
[1 (cos + Al n du) | 

96 1. 15 


ove si richiedesse l’esattezza 


991.14 


gli archi de’paralleli e delle linee ad essi cor- 
rispondenti siano pure ec. 


410221845 
(X'Y, — WX (XY, — YX') = ecc. 


. 105 L 19 


dall’uno lato all’altro punto 


CORREZIONI 


e quindi convenire che le medesime siano linee 
rette o circolari. 


sì ponga 





2. 
ee. 
h [: Mousse 1 
V ( cos È ak n au) 

ove si richiedesse tutta l’esattezza 


gli archi de’paralleli e delle linee ad essi corri- 
spondenti, ovvero gli archi de’ meridiani e delle 
linee ad essi corrispondenti, siano pure ecc. 


VEN Nc 


dall’uno all’altro punto 
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SOPRA LE FUNZIONI SIMMETRICHE DELLE SOLUZIONI COMUNI 
A PIU’ EQUAZIONI ALGEBRICHE. 


MEMORIA 
DEL SIG. PROF. ENRICO BETTI. 


OH 


Le funzioni razionali e simmetriche delle soluzioni comuni a n equazioni algebri- 
che con n incognite sono esprimibili per funzioni razionali dei coefficienti dell’equa- 
zioni. Ma, quantunque si conoscano più metodi proposti da Waring, Poisson, Jacobi 
e altri, seguendo i quali è possibile la determinazione di queste funzioni, la compli- 
canza dei calcoli che essi richiedono ha impedito »finora di darne la forma generale, 
come fu fatto da Waring per le funzioni simmetriche semplici delle radici di una 
sola equazione; e di trovare relazioni tra gl’indiei rispetto ai coefficienti e il grado e 
gl'indici rispetto alle radici, analoghe a quelle che il mio amico Prof. Brioschi ha di- 
mostrate nel caso di una sola equazione (V. A. di Tortolini. T. V. pag. 313). L’im- 
portanza di questi problemi nelle teoriche dell’eliminazione, e dei combinanti di un 
sistema din funzioni razionali omogenee di n+-1 variabili mi ha indotto a tentarne 
la soluzione, che ho ottenuta, valendomi di un sistema di equazioni a derivate par- 
ziali lineari simultanee, le quali devono essere soddisfatte da un sistema qualunque di 
soluzioni comuni a n equazioni algebriche con n incognite: 

1. Siano n equazioni algebriche di grado m con n incognite: 


Mer r,-r | pe Ba 
F, =yN T ltt Li Da eg id a rns 2 ih 
I DIL] n 
Mer Teti TT 
(1) F, ER: > N, r r (r, 9 Tare, Èn)2Cn i De inte x," ra 0, 
ra n 
m-r, TT rt 
Fe ca > N, r r (", MON Cntr ‘ Le ... x,” Ae =f): 
rat, 


dove il segno sommatorio deve estendersi a tutti i valori interi e positivi dir, , r,, 
..7,, pei quali si ha: 


(2) ci pe ere mn. 
2 
(3) N a 1.2.3....m 
STE To (m—r,)1.2... (rr)... 1.2... (FP) 1.2.7, 


Tom. I. N.° 4. 1858. 25 
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Chiameremo indice totale del prodotto di più coefficienti dell’equazioni (1) la somma 
degli esponenti di tutti i fattori moltiplicati per le rispettive somme dei loro indici; 
e indice parziale t°”° la somma degli esponenti di tutti i fattori moltiplicati per i 
rispettivi indici 2°”, 

2. Affinchè una funzione razionale e intera dei coefficienti dell’equazioni (1) sia 
omogenea e d’indice 9 rispetto all’indice totale, è necessario e sufficiente che sia 


af ye 


d(r, Pas. Tali 





(4) > (Pr un LE ne SSL a Ta) ? T2 NES IN 


e perchè sia omogenea e d’indice 9 rispetto all’indice parziale °°°, è necessario e 
sufficiente che si abbia : 


df 
5 TAT "E seit di ———_—— ci . 
( ) > el 20? 2 9 ? ala d(r, 7 ri lai ta); of 
3. Prendiamo le operazioni : 
d 
A, u =r no, Vu 3 Pusat +1, apa Rah r, +1, lisi sl n)s = \? 
dirci 
» id d — 
ra == Sr. SEE tolti Sio 3. pal d(r, - Ta) var n), , 


d 


À, =Ÿ (rer) ss Tuy tando rt WE ’ rl, ER EEE | ts) sig? ee 
1a. u 224 era 


? 
nelle quali ¢<< u, il segno sommatorio dev’estendersi a tutti i valori interi e posi- 

tivi di r,3 72, ---,T-, che sodisfano alle condizioni (2), e a tutti i valori di s com- 

presi tra zero’ en 4 4, 'esi deyesporre , m, 7.., —10. 

È chiaro che se f è una funzione omogenea e d'indice @ rispetto all'indice to- 
tale, A,,,f sarà omogenea e d’indice 9 + v — w rispetto all’indice totale; se è omo- 
genea e d'indice 9 rispetto all'indice parziale q°“”°, A,,,f sarà omogenea e d’indice 
o +1, 9, 9 — 1, rispetto al medesimo indice, secondo che w<gq<%v +1, q 
maggiore del maggiore o minore o eguale al minore dei due numeri v e w, oppure 
VvZqRZwAk 1. 

4. Se poniamo nell’equazioni (1) invece delle incognite le rispettive funzioni ir- 
razionali dei coefficienti, che costituiscono uno dei sistemi di soluzioni comuni, avremo 
un risultato identicamente eguale a zero. Quindi, se effettuiamo, dopo aver fatta que- 
sta sostituzione, una dell’operazioni (6), (7), (8) sopra il primo membro di una qua- 
lunque dell’equazioni (1), avremo identicamente zero; cioè, operando col simbolo (6) 
sopra F,, otterremo : 
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Mer r.-r | i 
later) Ne, ri rl 3 Mrs pes Tu bj Tardi, vr... rr +1, LA) Ar Ln : EN È DEE x," és 


Tr r 1 7 


Mer CU - DI 7 
1 1 ‘2 vl n—I ‘n 
DIU Er" u di A, u Lg se VP 


r ("2 , 2 EN res 


tar.) Nr, rx 


ae 
ossia 


XL 


=" Ke ey da a 138 
(9) SNe, rr ato Ben fr Er En RE =0 
n—t a—v 





Operando con i simboli A,,, A, avremo in modo analogo : 











= f.- -r ‚u Cn 
(10) =N,, ri rl ’ V2 | ro {x aly quei th r, rat Dt) aT U 
NY 
- T,- % eee A 
(14) SN, ILA SR AR ve rau) — en 
N—U Ney 


Se diamo ad s successivamente i valori 1, 2,... n, da ciascuna delle equazioni 
(9) (10) (11) abbiamo n equazioni lineari con n incognite , le quali sono, per la 
prima, gli n valori A,,&,_,; per la seconda, gli n valori A,,%,-y; per la terza 
gli n valori A, &,_,; quindi esisterà un sol sistema di valori per queste incognite, 
il quale sarà dato, come è facile a verificarsi, dalle due equazioni : 


(12) 2. Ln—p = 0 , DI Kun = — Lu : 


x 


dove p non è eguale a £. 
Quando ¢ = n, all’equazioni (12) bisogna sostituire : 


(13) Anu Uap = Cp Caan i 

e quando «= n, alla seconda dell’equazioni (12) bisogna sostituire : 
(14) Aa; 

e quando £ = u = n, bisogna prendere, invece della prima l'equazione : 


(15) An Up = © 


n—p * 

5. L’equazioni (12), (13), (14), e (15) danno un sistema di equazioni a deri- 
vate parziali lineari e simultanee, che debbono esser soddisfatte da tutti i sistemi di 
soluzioni comuni all’equazioni (1), e del quale è un caso particolare il sistema delle 
prime tre equazioni date da Raabe (Crelle V. 28) per le radici di una sola equa- 
zione. Infatti ponendo n = 1, l’equazioni (14), (12), e (13) danno 
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dx 
Ai Air Dre das = — 1, 
dz 
A n == Bar a - pere LE x, ? 
0,0% Z(m_r) "da, 
dx 2 
A,,o dba — Sim—r)a,.; ae lio 


le quali coincidono con quelle date da Raabe e da Brioschi (A. di Tortolini Vol. V. 
pag. 119), se prendiamo l'equazione sotto la forma 


m(m — 1) 


a, ©” + ma, LT! + 
bi ; 1.2 


a" +. + a, = 0, 
e osserviamo che 
dx 
> ma, — = 0; 
da, 
perchè le radici sono omogenee e di grado zero rispetto ai coefficienti ; con che la 
seconda delle precedenti equazioni diviene 


dr, _ 
Sra — =% x 
r 


la quale è data ancora dall’equazione (15). 
6. Il sistema di equazioni (12), (13), (14), e (15) equivale al sistema : 


(16) foe a lei Ti 
Yo Yo Yo 

(4 7) iM yon == 0 : 

(1 8) Au Yn—e = — JF 2 


dove ¢ e w hanno qualunque valore intero e positivo non maggiore di n, e p è dif- 
ferente da #. Dunque, se prendiamo l’equazioni (1) sotto la forma omogenea : 


M-T, TT. 


| bi >= IN s.r, (Tr Tay ey Tu Yn Yn—1 + wa 


M-T Tr 1 T eet EO vf 
fs ta IN, Ir... (rs ane Tn): Yn È DRE Bi yx" rity Yo. =0, 


(19) 


MT, fr nr r 
if — EN, v..r, (ra Ta; Tula Yn 3 u seo us De TES = 075 
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l'equazioni a derivate parziali, che dovranno essere soddisfatte da un sistema qualun- 
que di soluzioni comuni, 

Yor Yr + + Yn 
saranno le (n+-1)? che si ottengono dalle (17) e (18), dando a t, u, p, tulti 1 va- 


lori interi e positivi non maggiori di n, 


7. Sia 
5 pa 
(20) = Sy 
la risultante delle funzioni (19) quando vi si riguardino variabili soltanto 


Yo» Y3 > Yo: so Yn: 


Il primo coefficiente P, è evidentemente la risultante delle funzioni (19), dove 
si è posto y, == 0; quindi non potrà contenere i coefficienti delle funzioni (19) che 
hanno l’ultimo indice differente da zero. Dunque P, sarà omogeneo e d’indice zero 
rispetto all'ultimo indice parziale. 

8. Se poniamo in R invece di y, e y, i valori corrispondenti che fanno parte 
di uno qualunque dei sistemi di soluzioni comuni all’equazioni (19), abbiamo zero per 
risultato; dunque avremo anche identicamente zero, operando sopra R, dopo questa 
sostituzione, con uno qualunque dei simboli A,,, e sarà: 


A. R= Sy? CARO P,—-SP,y Hy 


Sie YA P, ra (p ca VERS => 0 ? 


Questa equazione dev’esser soddisfatta da tutte le radici dell’ equazione (20), ed è 
dello stesso grado; dunque o dovrà avere il primo membro identicamente nullo, o i 
suoi coefficienti dovranno essere proporzionali a quelli dell'equazione (20); ma questa 
ultima condizione non può verificarsi, perchè i coefficienti delle due equazioni sond 
di grado eguale rispetto ai coefficienti, ma differenti rispetto all’ultimo indice; dun- 
que dovrà aversi necessariamente : 


(21) eee I Nip De SIRO DLE 
e quindi tutti i coefficienti di R si dedurranno dal primo , mediante la sola opera- 
zione A,,_, ripetuta più volte; e poichè questa operazione aumenta di uno l’ultimo 
indice, tutti i coefficienti P, saranno omogenei e d’indice p rispetto all'ultimo indice 
parziale. 

9. L'ultimo coefficiente Py è la risultante delle funzioni (19), nelle quali sia fatto 
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y, = 0 ; dunque tutti i coefficienti delle funzioni (19) che compariscono in esso, 
hanno i due ultimi indici eguali, e quindi, essendo omogeneo e d’ indice 9 rispetto 
all'ultimo indice, sarà anche omogeneo e d’indice @ rispetto al penultimo indice. 
10. Operando sopra R con A,_,,, abbiamo 
Di Yo Beets Pe LAP SRI NOTE 


0 
onde, con osservazioni analoghe a quelle fatte di sopra, si deduce : 


1 
(22) Pt = pa SV ANIA, P, ’ An1,n Li = 0. 
Dunque tutti i coefficienti di R si deducono dall’ultimo, per mezzo dell’ operazione 
A,-1,n ripetuta; e poichè questa non muta altro che gli ultimi indici; tutti i P sa- 
ranno omogenei e d’indice 9 rispetto al penultimo indice. 
11. Effettuando sopra R l'operazione A,,,, dove t e uw sono differenti da n e da 


n—1, abbiamo : 


Se Yo deu Po = 0; 


onde si deduce come sopra : 


(23) I): 
e quindi 
(A, Au — Aueh a) Po = Det ut ag) SU he Ber x =0. 
: trier acs tale 


Da questa equazione, percid che abbiamo detto in principio (n? 2), si deduce facil- 
mente l’omogeneita di P, rispetto agl’indici (n— 2)”, (n—3)°"",...2°, 1°, ein- 
dicando quest’indici di P, rispettivamente con è,, toy too + + + to» 213 € con 9 


il grado di P, rispetto ai coefficienti delle funzioni (19), si ottiene 
mo — 2 +i, = 0, 
as — 22, +12, —0, 
ina = PA RER Ar he = 0 : 


quindi osservando che 2,_, = 8, si deduce che 2,_,, %u_a » ...2, , mg formano una 
mo — 9 

— 1 
anche dimostreremo alla fine di questa Memoria; onde avremo : 


; : 3 ; , i , nd 
progressione aritmetica la cui ragione è ; ma sappiamo che 9 = En come 
m 


i, = ne ln de), De 
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Dunque tutti i coefficienti della risultante sono omogenei e d'indice eguale al me- 
desimo multiplo di 9, rispetto a un indice parziale qualunque, purchè non sia l’ul- 
timo, e rispetto a questo sono pure omogenei e d'indice eguale al rispettivo indice 
che loro conviene come coefficienti d’una forma binaria ordinata per le potenze cre- 
scenti d’ yy. 
12. Operando sopra R con A,,, abbiamo 


= a AN Op, p—1 
Ane Ri yo Ane Po — Mo Poy "Yo Yu = 0 
onde si ricava come sopra : 


Sy ye Ane Pe 
SP, gir ge 


Une == 


e sostituendo i valori (16), 


6—p 
ire ALA LA 
6—p 
de P,x, 


Questa formula dà i valori di tutte le incognite in funzione razionale del valore 
corrispondente della sola incognita x,. 


13. Sostituendo in R il valore d’y, dato dall’ultima dell’equazioni (16), e divi- 
dendo per y , abbiamo: 


(25) SP, a? = 0; 


(24) Une = 


e questa sarà l'equazione finale risultante dall’eliminazione di tutte le incognite, fuor- 
che x,, dall’equazioni (1), e darà tutti i valori di x, , che fanno parte delle solu- 
zioni comuni all’equazioni medesime, e avremo 


P A P 
2 ZEN AI ee 
(26) DIA P, P, 


intendendo che il segno sommatorio debba estendersi a tutte le radici dell’ equazio- 
ne (25). 


14. Operando « volte successivamente sopra i due membri dell’ equazione (26) 
col simbolo A, ,n-1, e rammentando l'equazione (13), otteniamo : 


2 A P 
27 a eee ll 
( ) 3a Er ER («—1) | Po ) 


Questa formula dà la somma delle potenze simili, di grado qualunque «, delle 
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radici dell'equazione (25) in funzione razionale dei coefficienti, e non differisce altro 
che nella forma da quella data da Waring. 

15. Se operiamo sopra l’ equazione (27) «, volte successivamente col simbolo 
Ansn2 % Volte col simbolo A,,1--33-++3%-; Volte col simbolo A, „_, , e rammen- 
tiamo l'equazione (13), avremo: 


a A a a 
2a I 2 r—-1 
(28) SEI 


r 


= — Se zo dali LS px dra EIN I a—1 Na en Ba 
1.2.3...(a+a, +e, +... +21) n,n—r Cn,n—-r-41 Rn en P, 


dove il segno sommatorio dev'estendersi a tutte le soluzioni comuni dell’equazioni (1). 


x 


Questa formula -da tutte le funzioni simmetriche semplici delle soluzioni comuni 
all’equazioni (1) in funzione razionale dei coefficienti di queste equazioni. 

E chiaro che il secondo membro della formula (28) sarà una frazione che avrà 
per denominatore Pj , essendo ¢ = a + 2, +... + ©,_, , @ avrà per numeratore 
una funzione omogenea dei coefficienti di grado eguale al grado + di P, moltiplicato 

sper e, la quale sarà inoltre omogenea e d’indice o, rispetto ali’ ultimo indice par- 
ziale, omogenea e d’ indice 59 + = — x, rispetto al penultimo indice, d’indice 
255 + à — 4 — 4, rispetto all’antipenultimo indice, e così discorrendo. 

16. Se distinguiamo con indici posti superiormente alle lettere i valori dell’inco- 
gnite corrispondenti ai differenti sistemi di soluzioni comuni all’equazioni (1), avremo 
dall’equazione (25), rammentando l'equazione (21) : 

PER NA | 


tel... i pe ZIA NE TR nn 
(29) DIS ro Fe 


Applicando a questa equazione successivamente le operazioni A,_,,,~2 + An-ınz 





Ar-rners © rammentando l’equazioni (12) e (23), avremo 
(œ,) (&,+1) (a,) (rs 
‘ i u (a) (%4-1) 4 4 2 
(30) DE at N ER as 
TRI Mr ie a Sane NT 
—( 1 ieee 1 n—4,n—s A Ei u. A eds Po o 
Re ME P d 
= oO 


dove il segno sommatorio dev'estendersi a tutte le disposizioni dei @ indici superiori r 
a r. È chiaro che il numeratore del secondo membro della formula (30) sarà omogeneo 
rispetto ai coefficienti dell’equazioni (1) e di grado eguale al grado 9 di P,, e sarà 
omogeneo e d'indice r rispetto all'ultimo indice, d'indice 6 + r — « rispetto al pe- 
nultimo, d'indice 20 + x — a, rispetto all’antipenultimo, e così discorrendo. 

17. Prendiamo la funzione simmetrica multipla : 
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à = “a È Ay Pa 8, % 19 ri 
S =x! sn: ... x. ge + for x" xi" al Er 2” pe as 


dove il segno sommatorio deve estendersi a tutte le differenti permutazioni degl’ in- 
dici superiori; e sia 
sata... +a2B+B +... + > ty +... +y3... 
atbttyit-..= 4, 
an +Bo+ya+-..= 42, 


Il ch. Sig. Schläfli ha dimostrato (Mem. dell’Acad. di Vienna. T. 4°) che 
F 
(31) S — po ’ 


dove F è una funzione razionale, intera e omogenea dei coefficienti dell’equazioni (1), 
di grado op, essendo ¢ il grado del primo coefficiente P, della risultante (25). 
Ora, se poniamo : 


NT lea = 


rr 5 
n)s Iren) 


è chiaro che, a cagione dell’equazioni (7) e (12), avremo: 


d 
fattore = D, ei nd = — Val, “de® ’ 
quando u non è eguale ad n; e a cagione dell’equazioni (7) e (45): 
d 


> vos (¢) 
A, ,n va D, = dyer, da! ; 
n—p 


dove il segno sommatorio dev’estendersi anche a tutti i valori di p interi e positivi 
minori di n. 
Applichiamo gli operatori A,,. , An, al primo membro dell'equazione (31), ed 
avremo 
Sr Si LS ’ 
A,n9= $$. 


Applichiamo gli operatori rispettivamente equivalenti ai precedenti, cioè D,—D,,, © 
Tom. I. N°. 4. 1858. 1 26 
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D,, al secondo membro, e avremo risultati eguali; onde 


F F F F % 
Di pe — Du pi = Wu tu pr : Le Be = ipse 


9 


Li 


er 


oa 


Ma, per ciò che abbiamo dimostrato (n° 11), e per la formula (5), abbiamo 
De Pe=ac,, DELA ww, 
essendo 3 il grado della risultante; dunque 


DBD eter (Een Ren 


241 
dalle quali st deduce : 
DIE-=K5 
D,_. F= (06 + $—4,) F, 
D,.F= (200 + ¢—d,—9,)F, 


le quali, rammentando la formula (5) e il teorema di Schäfli, danno il seguente : 

Trorema. Una funzione S simmetrica multipla delle soluzioni comuni all’equa- 
zioni (1) è eguale a una funzione razionale dei coefficienti, che ha per denominatore 
una potenza o del coefficiente P, del primo termine della risultante (25), essendo a il 
massimo numero di fattori collo stesso indice superiore, che compariscono nei ter- 
mini di S; e che ha per numeratore una funzione F intera e omogenea di grado 
sp, essendo 9 il grado di P,; e inoltre F è, rispetto all’ultimo indice parziale , 
omogenea e d’indice eguale al grado di S, rispetto al penultimo indice, è omoge- 
nea e d’indice equale a of più il grado di S rispetto a tutte le incognite fuori 
che x, ; rispetto all’antipenultimo indice, è omogenea e d’indice 259 più il grado 
di S rispetto a tutte le incognite tranne x, e x,; e così discorrendo. 

18. Tutte le funzioni simmetriche multiple, si deducono anche per mezzo delle 
operazioni À,,, dalle funzioni simmetriche della forma : 


Ceo Rogi, F 
Dal an ars 
So x! T3 Sep: 
0 


in ciascun termine delle quali sono differenti tutti gl’indiei superiori e inferiori. In- 
falti, se | 
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EX La La ee. +. & 
ß ER ß ats B" da 6" de Far sl Gis! 
7 vn y ta y' + 7 te ha oe y 


avremo 


(32) ce rot N ia 


sE A“ a“! es ASS Ae Aa Ir Aw (È) 
n—1,n—2 n—l,n—3 À Nr n~2,n—4 n—~2,n—3 n—2,n—S B 
a(a — 1) .... (a — date 1) BB — 1).... (fp — ß" +1)... 


19. Per determinare il grado 9 rispetto a x, e il grado 9 rispetto ai coefficienti 
dell’equazioni (1), della risultante (26), osserviamo che quando n = 2, abbiamo 


Qo= m', o= 2m. 

Ora, supponiamo sia dimostrato che quando l’equazioni sono in numero din, 
I=m",g=nm"7", e dimostriamo che quando | equazioni saranno n + 1, 
avremo 

+ 
9—= m’, o=(n + 1)m". 


Siano le n + 1 equazioni algebriche di grado m con n + 1, incognite : 
eb EN a 

e, 1 I 2 n nal ” 

VAL yDo vss Ta) oi), tI ti 9 T2 rar) Under Un pe Et x, =0: 


la equazione finale risultante dall’ eliminazione di tutte le incognite meno x,., , sap- 
piamo essere : 


(33) Lia ’ co >. Ln) = 0; 


dove II indica il prodotto di tutti i valori che prende f,.: quando si pongano suc- 
cessivamente per le incognite gli m” sistemi di soluzioni comuni all’equazioni, 


die ee Me EU 
dove &,,, Si riguardi come conosciuta. È chiaro che coefficienti di queste equazioni, 
in tale ipotesi, contengono x,,,, © se le scriviamo sotto la forma : 


m—T, Ti To r = 


2 —t 'n ‘ 
(34) = SN, A rolf fra CNT Te = 0; 
il grado dei coefficienti rispetto a x,,, sarà eguale all'ultimo indice. Ora il prodotto 
(33) è composto di termini tutti di grado m" rispetto ai coefficienti dell’ equazione 


* 
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fn4x = 9, moltiplicati per funzioni simmetriche di soluzioni comuni alle equazioni 
(34), le quali non contengono più di m indici superiori eguali e quindi sono eguali a 
una frazione il cui denominatore è Pf, indicando con P, il primo coefficiente della ri- 
sultante dell’equazioni (34), e il numeratore è rispetto ai coefficienti dell’equazioni (34) 
di grado eguale a m volte il grado nm"7 di P,, ossia è eguale a nm”; onde tutti 
termini del prodotto (33) sono frazioni il cui denominatore è P” è il numeratore è 
di grado m” + nm", ossia (n + 1)m”. Dunque la risultante (33), moltiplicata per 
PT, sarà intera e omogenea di grado (n + 1)m" rispetto ai coefficienti dell’equazioni. 

Glindici poi di queste funzioni simmetriche sono, rispetto all’ultimo indice parziale 
non superiori al proprio grado cioè ad m”*', onde rispetto a x,,, la risultante sarà 
di grado m"*!. 

Ora è noto che per n= 2, si verifica che 6 = m”, g= nm"—'; dunque si ve- 
rificherà qualunque sia n; e così sono dimostrati i teoremi di Bezout e di Eulero in 
generale, nello stesso modo che si tiene per dimostrarli nel caso di due sole equa- 
zioni. 

Pisa, 15 Giugno 1858. 
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TEORICA DE’ MOTI PICCIOLI D’ UN GALLEGGIANTE OMOGENEO. 
MEMORIA 
DEL SIG. PROF. DELFINO CODAZZI. 


ERI 


Prendo a considerare i moti piccioli d'un galleggiante omogeneo, il quale abbia 
una forma qualunque, e venga deviato in un modo pure qualunque da una posizione 
d’equilibrio stabile, però fatta astrazione dal movimento del liquido. Quest’argomento, 
per quanto io sappia, non fu trattato ancora in un modo generale, sebbene si cono- 
scano le soluzioni più o meno complete d’alcuni casi particolari, e sebbene conoscasi 
qualche sistema d’equazioni, lineari sì ma complicate, dall’integrazione delle quali la 
soluzione generale dipenderebbe. Il metodo ch'io seguo mi conduce, dopo un primo 
integrale, ad equazioni di movimento possibilmente semplici. . 

Farò uso frequente de’teoremi enunciati da Dupin nella Memoria De la stabilite 
des corps flottants, e relativi tanto al piano tangente quanto all’ incurvamento della 
superficie de’centri delle carene e della superficie inviluppo delle basi delle medesime 
carene; de’quali teoremi ho riunito le dimostrazioni analitiche in uno scritto pubbli- 
cato negli Annali di Scienze matematiche e fisiche del Sig. Tortolini, agosto e settem- 
bre 1857. 


Un corpo omogeneo di forma qualsivoglia giaccia in equilibrio alla superficie d’un 
liquido stagnante; saranno, come è noto, in una stessa verticale il centro di gravità 
del corpo ed il centro della carena. Imaginiamo che questo galleggiante venga alcun 
poco abbassato od elevato rispetto al livello del liquido ed inclinato in pari tempo 
rispetto alla retta de’due centri, dipoi ch’esso venga abbandonato a sè medesimo senza 
velocità iniziale; e proponiamoci di determinare le leggi del movimento ch’esso assu- 
merà, fatta astrazione dal movimento del liquido. Dovremo considerare a parte il moto 
di traslazione del centro di gravità ed il moto di rotazione di tutto il galleggiante 
attorno ad esso centro. 

In primo luogo formiamo l’equazione che regola il moto verticale del centro di 
gravità; non occorre considerare il moto orizzontale di questo centro, il quale, ove 
si facesse astrazione dalla resistenza del liquido, sarebbe uniforme. Si chiamino g la 
gravità, D la densità del liquido, V° il volume della parte di galleggiante immersa 
nello stato d’equilibrio; dimodochè gDV° esprimerà tanto il peso del liquido spostato 
quanto il peso di tutto il galleggiante. Alla fine del tempo ¢ si chiamino & la di- 
stanza del centro di gravità dal livello del liquido , la quale quantita sarà tenuta 


206 ANNALI DI MATEMATICA 
come positiva o negativa secondochè diretta d’alto in basso o viceversa; V il volume 
della parte immersa di galleggiante; e è l’area della sezione fatta al corpo con un 
piano orizzontale che separi da esso un segmento di volume eguale a V°. Il galleg- 
giante è spinto in basso dal proprio peso gDV°, ed in alto dalla pressione del li- 
quido esprimibile con gDV; quindi, indicando con apici le derivate prese rispetto al 
tempo, avrà luogo l'equazione 

(1) DV°c'= gDV° — gDV ovvero Vot"= — g(V-V°). 

Si denomini A la distanza del centro di gravità dal piano della sezione d’area », 
e si riguardi questa quantità come positiva 0 come negativa secondochè diretta verso 
il basso o verso l'alto ; inoltre si denomini A la distanza del livello del liquido dal 
piano della medesima sezione; avremo manifestamente 

As A 127 


Ora, indicando con 3 una ordinata verticale, è facile comprendere che la è è il va- 
lore d’una certa funzione w(z) dipendente dalla forma del corpo e relativa a z—A; 
inoltre è pure facile comprendere che 


À 
V—V° = fut dz. 


Sostituendo questo valore nella (1), s’ottiene 


N 
(2) vor — sf wW(2) dz 3 
oO 
e questa è l'equazione che volevasi formare. 
25 


In secondo luogo formiamo le equazioni che regolano il movimento di rotazione 
del galleggiante attorno al proprio centro di gravità. Si assumano come assi coordi- 
nati mobili i tre assi principali d’inerzia riferiti al centro di gravità, e siano a, b, c 
i tre momenti d'inerzia principali; v,, v, , v, le componenti della velocità di rota- 
zione attorno agli assi; &,, &,, 6 1 coseni degli angoli formati dalla verticale con 
gli assi medesimi. Sussisteranno le seguenti note equazioni 


(3) ai = 0, Ue — bo Us è C= U — CU) C= ba Vi — Ga. 

Si chiamino è, , d,, 9, le tre coordinate del centro della curva di base è, e è 
la distanza verticale di questo centro di carena dal centro di gravità ; ponendo per 
brevità 


bat te + be= Mb; i 


ove 4 dinota una funzione qualunque, ed osservando che il piano orizzontale passante 
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pel punto (6, , d,, 9,) è tangente la superficie de'centri di carena, avremo 


(4) Sic eS I 


Così, chiamando A,, A,, A, le tre coordinate del centro di gravità dell’area ©, ed 
osservando che il piano di quest’ area è tangente la superfici» inviluppo delle basi 


delle carene, avremo pure 


(5) VA; ven, VA; ay — A’, 


Alla fine del tempo ¢ il volume del liquido spostato è V, ovvero 


ve + [ dz. 


Ora i momenti del peso di liquido di volume V° rispetto agli assi sono 


gDVo(d. to — dt), - gDV°(0,%. — dE), gDV(d Eu — 88); 


i momenti del peso di liquido di volume dé dz sono 
„Jo 
2 D ) 
ob | w(2)dz.(%.o,—%, 6e); gD w(z)dz.(%7,0,—2, ta), gD o(2)d2.(0, CL, La Ha), 
Jo 4/0 Jo 
ove £,, 2, X, dinotano le tre coordinate del centro di gravità dello stesso volume. 


€ 


Per conseguenza il moto di rotazione del galleggiante attorno al proprio centro di 


« 


gravilà sarà regolato dalle tre seguenti equazioni 
av, + (c— b)v, vy = gDV°(d, & — 0, to) + gD | w(z)dz. (x, 0, — Xp) ; 
«0 o 
/ 
(6) (bu, + (a — c)v, v, = gDV°(?, Ce — da) + gD | w(2)dz.(t, 6. — tb), 


ar, 
| ev, Ai (b a a)v, U gDV°(d, ba Lun Ò, Ser gD w(3)dz.(£, Er — La Ch) > 


\ (VAL 
3. 
Un integrale delle (6) si forma con facilità. Difatto, queste equazioni siano mol- 


liplicate rispetuvamente per &,,6,, to, e sommate tra loro; avuto riguardo alle (3) 


risulterà 
a(t, Va) Da b(&, vs) A (ee ve) = 0 ’ 


da cui, ayyertendo che quando il moto comincia le velocità sono nulle, 
(7) at. v0, + dDt,v, Fe = 0. 


Le (3) unitamente alla (7) ponno essere risolute rispeito alle tre componenti della 
velocità di rotazione. Denominando i il momento d’ inerzia del galleggiante rispetto 
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alla verticale passante pel suo centro di gravità, cioè ponendo 
si trovano facilmente 

(8) Ev, = CÈ, a e” bi, re ’ Ev, == ad, ie a, © co. re ’ ev, = be, cH = Ala ti e 
Da queste possiamo dedurre un valore della quantità Wiv} , cioè della somma delle 
forze vive di tutti i punti del galleggiante; difatto, quadrando queste equazioni, mol- 
tiplicandole rispettivamente per a, 6, c e sommandole, s’ottiene 

E Wivî = Ebe t? + cat? + abt?) — abe (Dik), 
oyvero 
(9) Div; = bet? + cat + ab C2. 

Un'altra espressione della somma delle forze vive può dedursi direttamente dalle 
(6), moltiplicando queste equazioni rispettivamente per v,,v,,v., e sommandole tra 
loro. S’ottiene in tal maniera, avuto riguardo alle (3), (4), 


N 
Siv, v'; = — gDV°9 — wf o(2) dz. Sa, tl, ; 
da cui 
N 
(10) Siv? = cost. — 2gDV°d — 290 fi If o(2) de. Dix, tit 


4. 


Indicando con 4, v due parametri indipendenti, le equazioni 
Li DOS y= cost. 


esprimano le linee di curvatura della superficie luogo de’punti (9, , d, , à); i due pa- 
rametri si riterranno determinati in guisa che s’annullino nel centro di carena corri- 
spondente allo stato d’equilibrio del galleggiante. Si chiamino ordinatamente N, M gli 
archi de’due sistemi di linee di curvatura; n, m le derivate di questi archi, dimodoché 


(11) M = find, N = fui. 


Siano ordinatamente pe’due sistemi r,, 7, 1 raggi di curvatura; #2, , 25 3 No; Mas My) 
m, i coseni degli angoli che le tangenti fanno con gli assi. Siccome &, , &, 5 &, sono 
i coseni degli angoli che la normale alla superficie forma con gli assi, così 


Ma = Ng to — Ne be 5 m, = No Ca — Na be 9 m, = Na Gr — Nba; 
(12) 


\ 


na, = Me Co —m, Le , n, = Ma bo —M ba , n, = My Ga — M, Sp 5 
inoltre 
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di, mm, dé, mm dé, mm, 
du ra de Re. e 
(13) 
de % Me dee 7 nn, dé, nn, 
tee one ud See eds Er 


Mediante questi valori le (8) assumono la forma seguente 


Eu, = (bt, m. — cl, mi) De + (bt, n, — ck, ni) a ’ 














7 y 
mp nv 
(1 4) Ev, == (CE; IM ad, Mo) n. + (ce Lee nd, N.) ’ 
B v 
, mu ! 
Ev, = (at, m, — bi, m,) — + (at, n, — be, Na) = ; 
k y 
e la (9) diviene 
A m” 12 m nv n° 12 
(15) AM Sp ee Te 
Fo er, r 


y 


ove si fecero per brevitä 


bem? + cam; + abm? — a, bem,n, + camın, + abm.n, = 6, 


ben? + can; + abn? =y. 
5. 
D'ora in avanti adotteremo l’ipotesi de’moti piccoli, e riguarderemo come trascu- 
rabili tutti que’ termini che saranno a più d’ una dimensione rispetto ad una delle 


quantità 2,4, v, uw, v, 0,053 V-- Indicando con 4° il valore d’una funzione qua- 
lunque % relativo allo stato d’equilibrio, abbiamo evidentemente 


(16) BIO Opie CM LL EEE 
inoltre le (11) diventano 
(17) Manti Nina 


Ciò premesso, vediamo quali modificazioni subiscano la (6), (14). 
Osserviamo dapprima che 


0 
u ry 


0 0 
dt, — dt, = (8° + m° M + nN) (¢! Lai ) 





m, m 
— (99 + m M + ni N) (« — are — =) 


Tom. I. N°. 4. 1858. 27 
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ovvero fatte le riduzioni 


| 


> 


0,0, — dt — nm (re + ar) — m° (in DA E 
P 


*< © 


ed analoghi valori si troveranno pe’binomii d, 6, — 0,0,5 950, — 9. 6. Osserviamo 
dipoi che 


d 
(18) | o(2) dzs mA ; 
o 
x 
inoltre, essendo cilindrico il volume | w(z) dz, 
1 1 A 
ta = Art 5 Nas = Ay t+ 5 ds, weht 3 Mei 
per cui 
À 
| (2) dz.(x, & — % Ce) = w° (A° as =" A, oe) À ? 


ed analoghi valori si troveranno pe’binomii 


À À 
[ (2) d2.(8,&. — Le ba); [ o(2) d2.(0, 6. — % bb) - 
In conseguenza le (6) diventeranno 


N 
cu, = gDV° fusing + 8) 5 — me + 97) | + Der, 


pP 





; 0 (0) M ta) N o 
(19) bv', = gDV Inte + 39 — m (n) + >) al + gDa°(A° ge — Art) 2, 


PR 
r (o) 0/n0 me 0 0 or Dw° 8 +0 0 r0 
cu, = gDV More +O) nn (ry + 4150 =o GADGET ASE PE 
pe y 





Le (14) si mutano nelle seguenti : 


M' N 

Ev, = (bt) m° — ck} mp) So (be; ni — eb. Ms) = 
iad y 
M' N 

£ y, = (ct? m! — at! m!) =r (en, ats) a? 
ff y 


E vy — (atm? — bet m°) SE + (at? n? bit ni) 
po 


A 


2 


> 
zo 


e queste somministrano 
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IT 


Ev, = (bts m! — ct? mf) u (be no — cb) np) Ba 
pm 


IT 


y 
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M" N" 
(20) À Eu = (ott mo — att mi) > + (cet n? — at n°) : 
KB y 
| M' N" 
Pre (am — be; ma) + (ab, m, — bey Ma) 
PR y 
6. 
Ora passiamo all’equazioni de due movimenti. 
Abbiamo 
dA° dA° 
AIR — Vj 
25 du pino dv He 
ma seguono dalle (5), (13) 
da Rn de n° n° 
du Siri 4 dv a ; 


perciò 


(21) A= A°—u — — u 


In conseguenza la (2), scrivendo A — A invece di ¢, diventerà 


M" N" 
(22) M+ ue — +u — + =, 
È gr Ser) 
ove s'è messo 
do — 0°. 


La (22) è l'equazione che regola il moto verticale del centro di gravità. 
Dalle (19) si deducono facilmente 


Mim, = — gDV°(r° + 2) — 9gDo° ur, 


y 





SIA vi gDV°(r0 + >), + gDw°u? à. 


fl 


Dalle (20) si deducono pure con facilità 
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ß° M" y° N" AIR a° M' E N" 
Eine an pn Vin vi = prt Far. 


Il confronto tra le due coppie d’equazioni somministra le due seguenti 


M" N" 
Be ho + y° ea = gDV°E(r° + 9°) N SS gDa°êu, 6 Ne 
(23) r y Ti 
ut (LH 
‘D Pa > = gDV°E (ri + mi + gDw Eu}; 
n 


le quali regolano il moto rotatorio del galleggiante attorno al proprio centro di gra- 
vità. 


7. 


Troviamo i valori degli angoli, che la normale alla superficie de’centri di carena 
nel punto M=0,N=0 fa rispettivamente con le normali condotte alla medesima 
superficie per gli estremi degli archi M, N. 

Si chiamino ordinatamente S, , S, questi due angoli. Osservando che la &, re- 
lativa al punto estremo di M ha per valore 








di d°t° Pe 
Pe dio 
Si sea An du” 2 
risulta 
i rot 
cos S,, Piva gii i 
du” 
ovvero 
Seen. 
cos RES 9 RT 
Ne segue la prima delle 
M N 
(24) ee Dr 


s’ottiene la seconda operando in modo analogo rispetto al punto estremo di N. 
Troviamo anche il valore dell’angolo, che il piano tangente alla superficie de’cen- 
tri di carena nel punto M — 0, N = 0 fa col piano tangente alla medesima nel 
punto di coordinate curvilinee M, N. 
Si denomini e quest’angolo, ed osservando che 








u, a dere,’ 
= 0 Soli LANIER i aa . 
ee Se ait ot dy 0 ee ame aaa 2 
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risulterà 
cone J +S Sesh ci To “se! = 7 7° 
ovvero 
conc — (i ee 
9 ro 9 ro ’ 
da cui 
= M° N° 
dr. 
o anche 
(25) o = Si + S? ; 
8. 


Vediamo come si modifica la (10) equazione delle forze vive. 
In primo luogo occorrerà formare il valore di d. Abbiamo 


do° d9° d°d° u? d°0° d°d° v* 








et Lot ae 2+ ia a 
ove la seconda (4) somministra 
do° do° 
== , pre Ps 0 ? 
du Ù dv 
2x0 0 0 250 2 No 0 0 30 
d’ö DE ib es 50 Me do D des 3° d’z 
du. ae dui du dy du dudy 





a290 do? ale aero 
eda 


In seguito sì trovano facilmente 











Gadel « whem dede 2 dd; den?" 
ddr: dv Ke a ale dy deer?” 
He m’? d° di _ nes 
0° 90 ’ 9? d? — 0° >37 
> u ro Te — POTE ro 


perciò saranno 


d°d° m?  d'o d°d° n° 
=— = — e ’ Pen ET ’ ulss . 0° a» 
du? Vate db © US 








e conseguentemente 
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(26) 9 Zagor et SR Te ne 


In secondo luogo occorrerà formare il valore di 


) 
fu [ o(2) dz. Ya 





Abbiamo 

Da; xa SA: ARSA 
perciò 

» À y 
kl w(z) ds. Da; &; | == “| AA‘dt . 

(0) 

Ora, osservando che A = À — &, si trova 
1 fre 

fau; — fica 

4 2 
in seguito la €” oar, ival della (22), s inistr: 
in seguito la & — y 4, equiva ente della (22), somministra 


Vo 
é feu Be 
x 29 
Per conseguenza risulterä 


flores 


Cid premesso, la ) diventerà 


(27) Div? = cost. + ps + 0°)S% + (rs + d°)S7} — gDo? — DV°e? , 


w° pae N° 
= — À — 
2 2g — 


12 





ove s'è compreso nella cost. anche il termine — 2gDV°9°. Questa equazione rende 
manifesta la condizione, che deve aver luogo affinchè l’equilibrio del galleggiante sia 
stabile, ch'è quanto dire affinchè il galleggiante deviato alcun poco dalla sua posi- 
zione d’equilibrio e quindi abbandonato a sè medesimo tenda a tornarvi. Difatto es- 
sendo positivo il primo membro, tale esser deve anche il secondo; ora le quantità 
S,, S, si manterranno costantemente piccole ogni qualvolta i coefficienti de’loro qua- 
drati saranno negativi, perocchè la somma di tutti i termini negativi dev’ essere sem- 
pre minore di cost.; di conseguenza dovranno sussistere le ineguaglianze 


(28) ne, nd. 


Si noti che le rf, r! esprimono i raggi di curvatura della superficie de’ centri di 
carena contati nel senso della normale esterna; per cui le — ri, — r? esprimeranno 


1 raggi di curvatura contati secondo la vera loro direzione. Dunque , le precedenti 
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ineguaglianze insegnano che l'equilibrio del galleggiante è stabile quando la distanza 
del centro di gravità dal centro della carena è minore del più piccolo raggio di 
curvatura della superficie luogo de’centri di carena. A questo modo è dimostrato in 
tutta la generalità, cioè qualunque sia la forma del galleggiante, e qualunque la di- 
rezione dello spostamento, il teorema enunciato da Dupin nella Memoria De la sta- 
bilité des corps flottants (*). 


8. 


Ammettendo che il centro di gravità del corpo rimanga a distanza costante dal 

livello del liquido, abbiamo 
ZH 
ammettendo di più che le verticali passanti pel centro di gravità dal corpo incon- 
trino durante il tempo ¢ la superficie de’centri di carena in punti d’una sua linea di 
curvatura , per esempio in punti della » = costante, abbiamo 
Nite ovvero S, = À. 
Allora la (27) diviene 
iv? = cost. — gD { #%° + V(—rî — 0°)S2 } ; 

la quale può facilmente mettersi sotto un’altra forma. Perciò si denomini y la di- 
stanza che il centro di gravità della base della carena nello stato d’equilibrio ha dal 


livello del liquido alla fine del tempo ¢; e si chiamino y, , y, ; y. le coordinate del 
punto in cui la y incontra la base della carena attuale. Saranno manifestamente 


Sgh, AP yp = (y — dE; 
dalle quali si conclude 
y = À == 4? È stese À . 




















Ma sono 
dA° dA° aed eee da v° 
MAL — A + Br A —-  — A? ——. Ao ——-—., 
za Se ROLE PTE DA; du 2 +2 ‘ dudv ERA ET. 
Kalt dA° n dA° È d°A° u? = d°A° k: d'A 
= — y —— LY —— —; 
du dv du 2 ded nr 
per conseguenza risulterà 
dadi dA? de? dA) de! »? 
y— A= LD i i I 
i du du 2 v du dv dv 2 


la quale manifesta che y differisce da À di quantità del second’ ordine rispetto alle 


(*) V. Applications de Géométrie et de Mécanique, par Charles Dupin; Paris 1822, p. 24. 
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u, v. Ciò premesso, l'equazione delle forze vive, scrivendo y invece di ed il valore 
dato dalla (25) invece di S,, diventa 
(29) Div? = cost. — gD{o°y° + V(—ri — d%)a"} ; 

ove si noterà che — V°r? esprime il momento d’inerzia massimo 0 minimo della 
base d’area w° secondochè — r} è raggio di curvatura minima o massima. La (29) 
è la sola equazione delle forze vive considerata ne’diversi Trattati di Meccanica ra- 
zionale (*); da essa è dedotto il teorema che per la stabilità dell’ equilibrio la di- 
stanza del centro di gravità del corpo dal centro della carena dev'essere minore del 
più piccolo momento d'inerzia della base rispetto alle rette condotte pel centro di 
gravità della medesima diviso pel volume del liquido spostato. È chiaro che la (29), 
essendo al tutto particolare, non poteva dar luogo a questo teorema generale. 


10. 


Avanti d’integrare le equazioni del movimento, esaminiamo quali modificazioni sia 
necessario d’ apportare alle medesime , quando la forma del galleggiante soddisfa a 
certe condizioni particolari. 

Dapprima consideriamo il caso, in cui la verticale passante pel centro di gravità 
del corpo in equilibrio incontra la base della carena nel centro di gravità della me- 
desima. Allora avremo evidentemente 


VAT A%, Man, 


quindi le modificazioni ad introdurre nelle equazioni del movimento saranno espresse 
dalle 
(30) u, le TRE Uc 
Dipoi consideriamo il caso, nel quale il galleggiante in equilibrio è simmetrico 
rispetto ad un piano verticale. Allora è manifesto che un asse principale d'inerzia 
sarà perpendicolare a quel piano, e ritenuto che quest'asse sia quello del momento c 
avremo 
(31) Al) 
È manifesto inoltre che un asse principale d’inerzia della base della carena sarà per- 
pendicolare. al medesimo piano, e quindi una linea di curvatura della superficie dei 
centri di carena lo sarà pure ; perciò, ritenuto che questa linea sia la » = cost. , 
avremo 
(32) nue n> = n= len DEE edsanche AU 


e 


Seguono da queste 


(*) V. Traité de Mécanique, 2.¢ ed., di Poisson. — Cours de Mécanique de l’école polytechnique , 
Paris 1846, del Sig. Duhamel; — Traité de Mécanique rationnelle, Bruxelles 1856, del Sig. Timmermans. 
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Gres ae 0 me 
u=0, M, = 5: I USE 


(33) | 
a = (abs + ba”) = ch, B —0, 7° = ab. 


Le (31), (32), (33) esprimono le modificazioni ad introdurre nelle equazioni del mo- 
vimento in questo secondo caso. 


11: 


In primo luogo formiamo gl’integrali delle equazioni del movimento, ammesso che 
la forma del galleggiante soddisfaccia ad ambe le condizioni esposte nel numero an- 


tecedente. 
Le (22), (23) diventeranno in questo caso 


(34) À + GA= 0, Sl Dt BS 07 
ove si posero per brevita 


TER eee pri 


a? 7 


gDV°E° 


o ee he 


La prima (34), non contenendo le S,, S,, manifesta che il moto verticale del cen- 
tro di gravità succede indipendentemente dal moto rotatorio del galleggiante attorno 
ad esso centro. Si dinoti con y il valore d’una funzione qualunque Y relativo a t—0, 
cioè relativo allo stato di spostamento del galleggiante; l'equazione medesima integrata 
somministra 

(35) à = À costyG°, 


la quale manifesta il noto teorema che zl moto verticale del centro di gravità suc- 


o 


ali; V MERE 
cede come quello d’un pendolo semplice di lunghezza — . Si denomini #? il tem- 
G) 


po necessario per battere una mezza oscillazione; la (35) da 


TT 
(36) TT 

Le due ultime (34), contenendo separate le variabili S,, S,, insegnano che i 
due moti rotatorii attorno alle due linee di curvatura u = cost., v = cost. sono in- 
dipendenti l'uno dall’altro. Le medesime equazioni manifestano che per la stabilità 
dell’equilibrio le quantità P}, P? devono essere positive; diversamente i valori delle 
S,, S, conterrebbero qualche esponenziale che crescerebbe col tempo rapidamente. 
Dunque la stabilità dell’ equilibrio richiede quella stessa condizione (28), alla quale 
eravamo condotti dall’equazione delle forze vive. Le due stesse equazioni sommini- 


strano mediante l'integrazione 


Tom. I. N°. 4. 1858. 28 
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(37) SaS costy Pin Dany sro bee 
le quali insegnano che à due mote rotatorz attorno alle due linee di curvatura p=cost., 
v—cost. succedono come quelli di due pendoli semplici aventi le lunghezze rispet 





a vi 
DV°E(—r! — 9°)” DV°E(—r? — 0°) 
Indicando con #2 , ¢? i tempi necessarii per battere le mezze oscillazioni, abbiamo 
dalle (37) 


tivamente equali a 





CEE Li ina 
(38) n= Fp ; La 


E facile il riconoscere che l’ellissoide in equilibrio soddisfa ad ambe le condi- 
zioni di forma esposte nel n° 10. Infatti le sezioni fatte ad esso con piani paralleli 
tra loro hanno i centri di figura in una stessa retta, perciò tanto il centro di ca- 
rena quanto il centro di gravità della base corrispondente saranno sempre in linea 
retta col centro di gravità del corpo intero. Inoltre questa retta è perpendicolare ai 
piani paralleli appena quando coincide con uno de’tre assi di figura, perciò l’equili- 
brio avrà luogo appena quando uno di questi ultimi è verticale. Ciò premesso, in- 
dichiamo con 1, ,4,, 1, le lunghezzze de’ tre semiassi e riteniamo verticale il primo 
tra essi; avremo 








T l, l. 2 To) T l, l, 2 2\2 
Oa MINATO AO 00 aS AS 
Vo = Tal, — Aya, +40), Vee pe 4°), 
= i He (lt — 409); 


ed i momenti d’inerzia principali della base d’area »° relativi al centro di gravità 
della medesima saranno 





ali 9 02\2 nh lì 2 02\2 4 
Sn ani, Ten; 


per cui, ritenute le = cost. ; v = cost. rispettivamente parallele a’semiassi /, , £, , 
risulteranno 


al, 1° 
Vor0 c 
la 


RC; a ler A). 


nl, BB, 


CAF È 
Per mezzo di questi valori le (28) diventano 
Lola, bol; 


le quali manifestano il noto teorema che l’equilibrio d'un ellissorde è stabile quando 
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il più piccolo de’tre assi è verticale. 
In seguito si trovano 





| 2 3(l, + A°) 
39 ey u 5 
( ) G q (L, a A°) (20, + A°) I 
To 0 x l l. 2 02)2 2 0 9 o us l Le 02 
Dern) al PETIT in 
tees! a SER EHRE: 
D TEE) À ONE na 
ove D, esprime la densità della materia componente l’ellissoide. Risultano per conse- 
guenza 
gD 15 1 FE — È? Dia 2 
0 gl? ee Pee AU): a p° eh DA: 02 
(40) bi (È ) y D, 16 oF È BE Pe A a: 


VERRETE 
Infine, siccome il peso del liquido spostato durante l’equilibrio deve eguagliare quello 


dell’ellissoide, così 


4 
DV’ = 3 Dil, ll, 


da cui 
D Li 
(41) D. = VT (81, + 8) = A (AL, mr x) 


Per mezzo delle equazioni (35), (37) e de’valori (39), (40), (41) sì possono deter- 
minare tutte le circostanze del movimento. 


a 


In secondo luogo formiamo gl’integrali delle equazioni del movimento, ammesso 
che la forma del galleggiante soddisfaceia soltanto alla prima condizione del n? 10. 
. In questo caso le (22), (23) diventano 


EA EIA 


O gr sr + pi D = 0. 


(42) a. 
G7 + gr + P°S.=0, 
a 


La prima di queste, non contenendo le S,, S,, insegna che il moto verticale suc- 
cede indipendentemente dal moto di rotazione, i valori di À, £) sono ancora eguali 
a quelli dati dalle (35), (36). Le due ultime, essendo simultanee rispetto alle S,, ; S, , 
insegnano che i moti di rotazione attorno alle due linee di curvatura u = cost. , 
y — cost. più non sono indipendenti l’uno dall’altro. Per averne gl’integrali si pon- 


gano 
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S,; =e, Sein 


14 


ove le f, F sono costanti da determinarsi; fatte le sostituzioni risulteranno 
ß° (6) 
(43) OE IA, i a 


le quali mediante l'eliminazione della F somministrano 
(44) RA ERA BZ 
ove si fece per brevità 
Uso E: 


Vary? 


Avanti di discutere le radici della (44) osserveremo che 





0,,0 202 
is, 


27 


ovvero 


= abc$a(m n° — mn!) + b(m° n° — m! n°) + c(m! ni — mi n°)*t , 


(45) ay — 8°" he 


per cui la e è quantità sempre minore dell’unità. Ora, affinchè l'equilibrio sia stabile, 
la (44) non deve somministrare per f° alcun valore positivo e reale, diversamente la 
f ammetterebbe qualche valore positivo e reale, e le S,, S, conterrebbero qualche 
esponenziale che crescerebbe col tempo rapidamente. Quindi, osservando il terzo ter- 
mine della (44), concluderemo che la P}, P° devono avere segni eguali; ed osser- 
vando il secondo termine della medesima equazione coneluderemo che le P}, P° de- 
vono essere entrambe positive; per cui ci troviamo condotti alla stessa condizione 
espressa con le (28). Risolvendo la (44) rispetto ad f”, si ottiene 
A n N TN 
2(1—< ) 2(1 — e) 

la quale manifesta che, ritenute positive le P}, P°, saranno negativi e reali i due 
valori della f°. | 

Si chiamino — fi, — fi i due valori della f°, indicando con f,, f, due 
quantità reali positive; e si chiamino F,, F, i due valori corrispondenti della F , 
che dovranno dedursi da una delle (43). Le Su, S, conterranno quattro esponen- 
ziali imaginarii, alle quali potranno sostituirsi le note funzioni trigonometriche reali; 
quindi saranno 


S, = A, cos fit + A, cosf,t + B, sen fit + B, sen fit, 
S,= A,F, cos fit + AF, cos fit + B,F, sen fit + B,F, sen fit, 


(46) 


ove A,, A, , B,, B, sono quattro costanti da deierminarsi mediante lo stato del gal- 
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leggiante quando £ = 0 , cioè mediante lo spostamento iniziale. Siccome quando il 
moto comincia, le velocità sono nulle, così 


B.fi + Bf —0, BFRfh+BRR=0; 


le quali richiedono 
B, = 0, Bi = 0 ’ 


perchè diversamente seguirebbe l’assurda F, = F,. Dunque i valori delle Sv , S, sa- 
ranno dati dalle 


(47) S, = A,cos fit + A,cos fat, S, = A,F,cosfit + A,F,cos fit ; 
ove le A, , A, si determineranno mediante le 


(48) A, + A,= Su AF, + ALF, = §,. 





0 
17 ’ 


E poi chiaro che i tempi ¢ 
dalle 
(49) A,cos ft, + A.cosf.tt =0, A,F,cos t° + A,F,cos t? = 0. 


0° necessarii per battere le mezze oscillazioni si avranno 


14. 


In terzo luogo formiamo gl’integrali delle equazioni del movimento, ammesso che 
la forma del galleggiante soddisfaccia soltanto alla seconda condizione del n° 10. 


Le (22), (23) diventano in questo caso 


2 A x aD o zo | 
ru Set Gr=0,  SH+PIS, + VI —— 0-0, 
(50) 


Se ED 0; 


ove si pose per brevita 


La terza equazione, non contenendo nè À nè S, , insegna che il moto rotatorio at- 
torno alla v = cost., ch'è quanto dire attorno ad una retta orizzontale situata nel 
piano di simmetria, succede indipendentemente dal moto verticale e dal moto rotato- 
rio attorno alla » = cost.; i valori di S, e di £° sono rispettivamente eguali ancora 
a quelli dati dalla seconda (37) e dalla seconda (38). Le due prime equazioni, es- 
sendo simultanee rispetto alle À, S,, insegnano che il moto verticale ed il moto di 
rotazione attorno alla u= cost. s’influiscono a vicenda. Per avere gl’integrali si fac- 
ciano 
Sue) hal 
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ove le f, F sono costanti da determinarsi; risulteranno fatte le sostituzioni 


gD w° Qe 


a 


(51)  (f° + G°)F —-uf=0, OF+f + Pi = 0, 


da cui mediante l’eliminazione della F 
A 0 02 NO = No BL 
(52) + BEN + GIA GP, = 0: 
Affinchè l’equilibrio sia stabile, questa equazione non deve ammettere per f” alcun 
valore positivo e reale; diversamente la f ammetterebbe qualche valore positivo e reale 
essa pure, e le 2, S, conterrebbero qualche esponenziale che erescerebbe col tempo 
rapidamente. Per conseguenza l’ultimo termine della medesima dev'essere positivo, il 
che richiede — r) > 9°; la quale ineguaglianza, unitamente alla — r? > 0° relativa 
alla terza (50), costituisce la condizione già dedotta dall’equazione generale delle forze 
vive. La (52) risoluta rispetto ad f° somministra 
0 02 to 0 02 20\2 Yopo 
(53) Abe VA, Ae IE, Pas 
2 2 i 
la quale manifesta che, ritenuta P? positiva, anche i valori della f” sono reali e ne- 
galivi. 
Si chiamino — f?, — fi i due valori della f; F,, F, i due valori corrispon- 
denti della F, i quali si deduranno da una delle (51); e si sostituiscano alle espo- 
nenziali imaginarie, le funzioni trigonometriche reali risulteranno 


S, = À, cos fit + A, cosf,t + B, sen ft + B, sen fit, 
À = A,F, cos fit + A.F, cos ft + B,F, sen fit + B,F, senf.t; 


ove le A,, A, , B,, B, sono costanti da determinarsi mediante lo spostamento ini- 
ziale. Ora, siccome quando ¢ = 0 le velocità sono nulle, così 


Bob 0, Bk + BF, fa = 0; 


le quali richiedono 


bee 07 Re 302 
perchè diversamente seguirebbe l’assurda F, = F,. Dunque saranno 
(54) S, = A, cos fit + A, cos ft, A= A,F, cos fit + A,F, cos fit; 
ove le A,, A, s’intenderanno determinate per mezzo delle 


(55) A, +A,=S,, AS AI 





I tempi #), t) necessarii per battere le mezze oscillazioni si dedurranno , come è 
chiaro, dalle 
(56) A, cos ft, + À, cosf, 1 — 0, A;F,cosf 0 + A,F, cos ft) = 0: 
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E noto che il caso considerato in questo numero comprende i bastimenti d’ogni 


sorta. 


19: 
In quarto ed ultimo luogo formiamo gl’integrali delle equazioni del movimento , 
ammesso che la forma del galleggiante non soddisfaccia ad alcuna delle due condi- 


zioni del n° 10. 
In questo caso le (22), (23) possono scriversi come segue 


Lia MTA 0 ONE 
À Wie us + GA = 0 


(0) FN 0 £0 
sE He id me —+ BE Su Se Ja À == 0 ? 
o i A 


(57) i 
20 D Oro 
ESS LPS, y Se i= 0, 
; 7 


ove si pose per brevità 


o zo 
gDo la 0 20 
ver ap 


, manifestano che tanto il moto 


Le (57), essendo simultanee rispetto alle 4, S,, S, 
cost. s’influiscono re- 


verticale quanto i due moti rotatorii attorno alte u == cost., v = 
ciprocamente. Affine d’integrare queste equazioni, si facciano 


\= e/*, S, = He” , S, = Ke"; 





risulteranno dopo le sostituzioni 


(1 —uH— wK)f + G=0, 


A er va co 
0 i £2 SASSI , er 
(58) Ve N Sani, 


O° fa i è Du° £° 

pur (f+ PK Ego; 

iù 7 
le f, H, K sono costanti da determinarsi. Le due ultime (58), risolute rispetto alle 
H, K, somministrano 


| Dae yo fa 
\ (ff+P9)(f'+P%)—/*} H= — a ere AAU Ehe 
9) 


- 


(9 


{(f? + P%)( PHP) fi} K— = „ 10% JE +P?) —() fri 2 
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le quali riducono la prima alla seguente 

If + POUR) — EPP HI FINN FS 

ca O a 

ovvero ordinando il primo membro ur alle potenze della f° 

(60) (1°) f® de ee + Pi de + 0° => 2:0) Q° Sa G°( 1—.e?) IE 

+ {P}P° + PO + page + GPS + P°)} f + G°P2P° = 0. 

Per la stabilità dell’equilibrio nessuna fra le tre radici di quest’equazione dev’essere 
positiva e reale; altrimenti sarebbe positivo e reale qualche valore della f, e quindi 
le À, S, , S, conterrebbero qualche esponenziale che col tempo aumenterebbe rapi- 
damente. Ne segue, osservando l’ultimo termine della (60), che le PÎ , P° devono es- 


sere entrambe positive, oppure entrambe negative. Esaminiamo se queste due quan- 


tila possano entrambe essere negative; e poniamo Pi = — pi, P? = — p°, ove pi, 
p° dinotano due quantità positive. Il primo mala della (60), mettendo 0 invece 


Di. op? po indi : i ivo: 0 n° 
della f°, diventa G°P,P?, quindi acquista un valore positivo; supponendo p>p, 
e scrivendo p, invece della ta lo stesso primo membro diventa dopo le riduzioni 

202/10 0 aa (OO YW IN eo 

— pa (6° + pe) — 2 QQ — Pa Qu (pi — Pa) 
quindi acquista un valore negativo. Per conseguenza, quando si ritengano le Pf , P° 
entrambe negative, la (60) ammette almeno una radice positiva e reale. Da ciò con- 
cluderemo che per la stabilità dell'equilibrio entrambe le PÎ , P° devono essere po- 
sitive; per cui ci troviamo condotti per un galleggiante di forma qualsivoglia alla 
stessa condizione (28), alla quale eravamo già pervenuti discutendo l'equazione delle 
forze vive. 


Se fosse 6° = 0, ovvero e= 0, la (60) diventerebbe 


(61) N i EU ECS 
+ JP Po + PO QE + PI Q” + GP) + PES + GPL P° = 0 
In questo caso è facile il dimostrare SE le tre radici dell’equazioni sono reali e ne- 


gative, sempre ritenute positive le PÎ, P°. Difatto, supponendo PP > PÎ, si sosti- 
tuiscano nella (61) invece della f? le quantità 


0, = He ’ = Le ’ | 
il primo membro diventa successivamente 
(62) GPL Po, —Q? PP? — Pl), Q®PXP°— Pi), — co, 


quali risultati manifestano la proprietà dichiarata. 
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16. 


In generale si chiamino — f?, —f2, — f? le tre radici della (60); H,, H, , 
H,, K,, K,, K; i tre valori corrispondenti delle H, K, i quali saranno dati dalle 
(59); e si ponga per brevità 


by > da + dg Ur 


ove 4 dinota una funzione qualunque. Sostituendo alle esponenziali immaginarie le 
formole trigonometriche reali, saranno 


x =SA, cos ft + ŸB, sen fit , 
S,=DA,H, cos ft +YB,H, sen ft, 
S, =SAK, cos ft + BLK, sen ft ; 
ove le A,, B, diventano sei costanti da determinarsi mediante lo spostamento ini- 


ziale. 
Quando il moto comincia, le velocità sono nulle; perciò dovremo avere 


=B, f= 0, > Bf AE SBK, f, = 0. 
Se si ritengono le B, differenti dallo zero, si conclude mediante l’eliminazione delle 
medesime l’equazione 


H,K, — H,K, + H,K; — H3K, + H3K, — H,K; = 0. 
la quale dovrà essere identica. Ora, ponendo per brevità 
(fe + PU += Wa 
le (59) somministrano dopo le reduzioni 
gDo° & 
— Ta 
ed analoghi valori si troveranno pe’due binomii 


W,W;(H,K,— H;K,) ’ W,W,(H3K, — H,K;). 





W.W.(H,K,—H,K,) 1(Qu — MO PN ID; 


Perciò l’equazione antecedente si muta nella 


MO. 
ovvero 
Vi i ine 
In seguito si mettano successivamente nella (60) in luogo di f° le tre radici — fi, 
Tom. I. N°. 4. 1858. 29 
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* 


fi —fi, fi —fi, f? —fî, e si sommino tra loro; risulterà 
SUR ZEN En 
Queste due ultime equazioni conducono all’assurda 
ea 


dunque si concluderà che le B, devono essere separatamente nulle. 
Avremo per conseguenza 


(63) À = YA, 005 ASS = DACH 008 ft eS AK cos tra 
ove le A, dovranno essere determinate dalle 
(64) LA, = 2, DAH, oS Su ) XVK, = <P 


Infine è chiaro che i valori t;, 4 , 1° necessarii per battere le mezze oscillazioni 
si dedurranno dalle 


(65) SA cosfs ti —0, VAT cost) 0, SNACK core 


Pavia, Giugno 1858. 
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NIENIOGERE 
SUR LA PROBABILITE DES ERREURS DANS LA SOMME 
OU DANS LA MOYENNE DE PLUSIEURS OBSERVATIONS 
PAR LEP. M. JULLIEN S. J. 


(Continuazione e fine. V. pag. 155.) 





VI 


Les formules (25) et (26) sont susceptibles de donner sous forme finie la pro- 
babilité que l’erreur dans la somme ou dans la moyenne de plusieurs observations 
reste comprise entre des limites données, toutes les fois que l’on suppose la proba- 
bilité relative de l'erreur x, à chaque observation simple, exprimée par un polynome 
algébrique, et aussi dans plusieurs autres hypothèses. 

Soit par exemple un système de n observations simples dans lesquelles les proba- 
bilités des erreurs diminuent, à mesure que les erreurs augmentent, de quantités pro- 
portionnelles aux erreurs elles-mêmes prises en valeur numérique. On aura en re- 
présentant par ß une constante, et par — a, + les limites de l'erreur possible à 
chaque observation, 

g(a) = Pla — x), 


| x(x) cos (@ DIE = 26a" 


£ Ga” 
fou de =; 


et par conséquent la probabilité relative de l'erreur x dans la somme de n observa- 


I 
sin x 








tions sera (25) 
dl 2n 


2sin Li 


12152 æ \ 2 de 
y= — | cosi- d. 
y ra, Jo i a” d u 


Ji est utile de remarquer d’abord que cette intégrale a une valeur finie et détermi- 





née. La nature du problème l'exige; et d’ailleurs il est aisé de s’en assurer directe- 
ment; car les éléments de l'intégrale qui répondent à des valeurs finies de % sont 
tous finis et déterminés; et, quant aux éléments qui répondent aux plus grandes va- 

1—u 





leurs que puisse recevoir Ÿ en croissant jusqu’à l’infini, si l’on change 4 en Fu 
£ 


% 
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leur somme sera représentée par l'intégrale singulière 


Pa ed Pe æ 1—u\. 1—u\ uw’ 
cos | — sin?” —— du, 
702), agdiu u /J(1—-u)?" 


dont la valeur converge vers 0 en même temps que la quantité infinment petite e. 


Ÿ 


Remplaçant sous le signe { » 2°*sin°" par sa valeur 
ded 











2(— 1)” [eus — Sn — 1)f NEE fi — 2) — .... 


il aa ee! 
a ed ee 


et substituant aux produits de la forme 


x 
en ! 
cos(£ + )eos.i 
dp aa sees Ve 
DENT Deca Va pi: 


y se réduira à une somme de termes tous de la forme 


x ; 
ip cos-(* = i | 


py?” 


la somme 


d. 


Or l'intégration par parties donne 
h=Qn— 


TN x Rest i 2. 3...(2n—h— 1), 
FENETRE el 
(29) | —“ay= 3 4 
pee at la eed p/a 


D'après cela y est égal à une somme de termes de la forme 


pion x ; 
Ay oe É = i) yay î 


plus la différence des valeurs que prend pour d = o et pour 4 = 0 une seconde 
somme de termes tous de l’une des formes 


cos (© => i) sin ( ae it 
A — gr ae A ga E 


i 
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où k représente un nombre entier positif qui n'est point nul. 
Or la première somme a une valeur finie, puisque l'intégrale 


{5 - Sin: (= i pay 


» x T x T . H 0 . eae » 0 
est égale à +5 ou 4 g Suivant que “(i == i) est positif ou négatif. La seconde 
somme s’annule pour Y=w . De plus, elle est identiquement nulle; car, s’il en était 


autrement, chacun de ses termes ani infini pour | = 0, la valeur de y serait 
infinie ou indéterminée. On aura done 


6 na x \ 2n—tz 2n—1 \ 
a 


À yA 5) 21n—1 2n— 1 
\ raid at] pense 107 A | 
\ 1 a a | 
6 2n — n 2n—7J 2H—Y 
ie 4 IA | =(f+n2) a (ina) |-- È 
(9°) vg (an i 


1)2a i [> 


na 2n(2n—1)....(n+2)[_, fa \ mi fe  \atı 
Je. ae = (E44) «(j 1) | 


RARE D a 


et il faudra prendre dans cette formule le signe + ou le signe — , suivant que 
la quantité affectée du double signe sera la puissance d’une quantité positive ou celle 
d'une quantité négative. | 

Si lon représente par A(x — na)" la différence finie de la fonction (x — na)’ 
relative à l'accroissement a de x, et bornée aux termes qui contiennent la puissance 
k d'une quantité positive, on pourra écrire 


"a Ae Et) Rene 
RS ns 


car la différence A?"(x — na)?"7! étant nulle, comme l'on sait, la somme algébrique 
des termes qui dans la formule (30) doivent être pris avec un signe contraire à celui 
qu'ils ont dans cette difference est égale à la somme des termes qui doivent être 
pris avec le même signe. 

Dans la même hypothèse de y(x) = Bla — x) on a (26) 
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sin?” Là 
9 


g2r+1 vo x 
ae ni ones 1 
I ui | sin( 7 Ù cee dy is 
vo 


Te 





et par un calcul tout semblable à celui qui a fourni la valeur de y, si ce n'est que 
la formule (29) est remplacée par la suivante 


RIO Le ee hA 
ni on Boe weld Draw) ge (È si} Casi 
sin = =? | (@ i) All“ =:)] | 
a 
Ae isa 


006 On) : A 
+ (—1)" fin? == it ay 
N. Ÿ 


on trouve, en ‘désignant par A, une différence finie relative à l'accroissement a de 
x, dans laquelle on change les signes des termes qui contiennent la puissance d’une 
quantité négative, 

A 27 2n 

A,, (8 — na) 


31 P LUD 5 
wo 1.200 aan) 


Telle est expression finie de la probabilité que l’erreur de la somme de x ob- 
servations tombe entre les limites — x et + x (*). 

Ces formules (30) et (31) donnent la loi des probabilités des diverses valeurs que 
l'on peut obtenir en plaçant au hasard plusieurs points dans l’intérieur d’un paralle- 
logramme, mesurant la distance de chacun de ces points à l’une des diagonales pa- 
rallélement à l'autre diagonale, et prenant la somme -ou la moyenne de ces distances: 
n est le nombre des points, 2a la diagonale suivant laquelle on compte les distances, 


x 
x est la somme des distances, et — la moyenne. 
n 


Ii suffit de considérer le cas où y(x) est égal à une puissance positive et en- 
tiere quelconque de la variable x, pour s’assurer que, dans tous les eas où x(a) est 
un polynome algebrique, les formules (25) et (26) ont pour intégrales des polynomes 
algebriques, qui changent de forme chaque fois que la variable x atteint en erois- 
sant une valeur multiple de a. 


Or, dans le cas de y(x) — x°, k étant un nombre entier positif, si l’on nomme 


k le plus grand entier inférieur ou égal à 5? et k' le plus grand entier inférieur 


k—1 
on egal a 5, on aura 


dad 





CR —_————————_———_———mÉ—__ mmeÉyv 





(*) Eu opérant de la méme manière sur la formule intégrale (27) en retrouverait facilementla for- 
mule finie (16). 


’ 
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ay (SAL “ sin. \ 
5 0 % 1.2.3 ....(k— 2h) PA | 
| x(x) cos | — x ]da=1.2.3... ka**! = 
> : ili Slan 1)t 105008. 
1.2.3... (k—2h—1) PP | 
A=0 
KA 
(SE 


où il faut ajouter dans la parenthèse le terme BT lorsque A est impair. Des 
hy 


lors on voit aisément, qu'en opérant sur cette valeur comme on a opéré dans l’e- 


sin-— 
a 





xemple precedent sur , on arrivera à des valeurs de y et de P tout-à-fait 


analogues aux valeurs (30) et (31), et par conséquent , telles que nous les avons 
annoncées. 
Quand on suppose la loi de la probabilité de l’erreur x à chaque observation sim- 


ple représentée par 
x(x) A cai ’ 


comme on le fait ordinairement lorsqu'il s’agit d’erreurs dont on ne connait pas exac- 
tement la probabilité, on a a = ©, 


[co (da) | | een ga | Fao 


Lm] 


D'ailleurs, suivant une formule connue, 


F HO 


x) cos. Jade = À — e 
J, Y 26 


Al 


el 


donc 





Telle est la loi de la probabilité relative , soit de l'erreur x dans la somme de n 


N ; x Dr. > 
observations, soit de l’erreur — dans la moyenne, quand la probabilité de l'erreur x 
n 


—p?x? 


a chaque observation est proportionnelle a e . On voit que la loi de la proba- 
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bilite des erreurs est la méme dans une observation simple, et dans la somme de n 


observations ou dans leur moyenne, si ce n'est que le paramètre ß relatif à une ob- 
Ò 

servation simple devient dans la somme Voi et dans la moyenne ßyn. Il s’ensuit 
n 

que si l'on prend ce parametre pour mesure de la précision des observations, la pré- 

cision de la somme de plusieurs observations sera inversement proportionnelle à la 

racine carrée de leur nombre, et la précision de la moyenne sera proportionelle à la 

racine carrée du nombre des observations. 


Cette propriété dont jouit la fonction 
x(x) — ef >< const. , 


de reproduire une fonction de méme forme pour représenter la loi de probabilité des 
erreurs dans la somme de plusieurs observations, est évidemment commune a toutes 
les valeurs de la fonction x(x) qui peuvent elles-mêmes être considérées comme re- 
présentant la loi de probabilité des erreurs dans une somme d’observations, pour cha- 
cune desquelles la probabilité des erreurs suit une méme loi indépendante de leur 
signe. 

Or chaque observation, dans laquelle la probabilité de l'erreur x est proportion- 
nelle à ce”, peut être considérée, au point de vue de la probabilité des erreurs, 
comme la somme d'un nombre infini d'observations simples dans chacune desquelles 
on a commis une erreur infiniment petite, toujours la même en valeur absolue, mais in- 
différemment positive ou négative. En effet, si l’on nomme A, le coefficient de z dans 
le développement de la puissance 

(27 + 2)", 
oa a la relation 
21 + 2 


mn * 


n 1 





A; Pra A... = Ai, 


puis, faisant croitre n indefiniment, et posant 
A, = et ida = x, 


il vient a la limite 


dy 2% + 2dx 0 2ay 
de ‘nda? — cda nda” — 


équation doni l’intégrale est 
— 2x2 


y= e 


>< const., 
quand On pose 


why ay 
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4 


La methode dont j'ai parlé dans ces derniers paragraphes peut être employée avec 
succès pour déterminer la loi de probabilité de la somme ou la moyenne de plu- 
sieurs observations, lorsque dans chaque observation simple la probabilité des divers 
résultats possibles dépend non seulement de leur valeur numérique, mais encore de 
leur signe, suivant une loi donnée. 

Pour donner quelqu’exemple facile, je suppose que le résultat de chaque obser- 
vation simple soit essentiellement positif, et puisse varier entre les limites 0 et a. 
Dans ce cas il est aisé de voir que la probabilité relative du résultat x pour la somme 
de n observations, sera donnée par la formule 


co x a Xp ÿ—1 n 
| co (? | | x(a) e* tel dd 


Le ST Tr Te 5 


te: [fu da | 


où l'on doit réduire le second membre à sa partie réelle; et par conséquent, la pro- 
babilité que cette somme est inférieure à x sera 


Ne del 
a 1 I (|| x(x) e ta dy 


od 
de 


feo san 


le second membre etant toujours reduit a sa partie reelle. Ces formules donnent la 
solution du probleme suivant: Plusieurs points sont placés au hasard à l’intérieur d’un 
cercle ou d’une sphère, et l’on prend la moyenne de leurs distances au centre. Quelle 
est la loi des probabilites des diverses valeurs que peut admettre cette distance mo- 
venne, et quelle est la probabilité que cette distance moyenne est inférieure à une 
quantité donnée ? 


12 
Co 
o 








‘Soient n le nombre des points, a le rayon du cercle ou de la sphère, y la pro- 
babilité relative de la valeur — et P la probabilité que la distance moyenne est in- 
"I 
pura. x XL 
fericure a —. 
n 
Dant le cas du cerele on a 


2 ET NET st page nr a | ; 
| sa)” da pass Aa” ce ’ | x(æ)dx == = Aq}; 


d'où il résulte, en ne prenant que la partie réelle des intégrales, 
Tom. 1. N°. 4. 1858. 30 
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gr fe ar — DV A og V=T 7 
Ri Weg En ah, 


ta ‚Jo v 





Dans le cas de la sphére on a 





a 1 1 
| x(a)da = — Aa? ; 
Vo 3 
el par conséquent, 


CET 4 = SATA Va 
y--- cf Es di 
de Atha) 


Re PE 
sinf —¢ — a — 
FE (| Dp +(-1+wW-1+ ee Ta 
| = —— nn ee | nn ee Vs 
TJo 4 VA i 
les intégrales étant toujours réduites a leur partie réelle. Ces valeurs de y et P peu- 
vent se meltre sous forme finie et algébrique. 


LIT 


Je termine par un remarque relative au caleul des intégrales definies, qui se pré- 
5 
sente naturellement à la suite de ces calculs. 
La méthode employée au paragraphe VI pour le calcul de lintégrale 


2 


>» (x 2 sin È 
Lost — | 
t | cf? +) . Ù de 


fait trouver aisement la valeur d’integrales d’une certaine classe, dont quelques unes 
sont assez remarquables. Ainsi soit proposé de calculer l’intégrale suivante, considérée 


mr\ fsin x \" 
dx, 
Y x 





(32) 


par Laplace, 





cS 
| 
Se 
Le] 
8 
= 
2 
TEE 
wR 
8 
| 
SI 
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35 
m 1. La > 27 
dans laquelle Br représente une fraction positive moindre que l'unité. On observe 


d'abord, comme on l'a fait pour l'intégrale (32), que la quantité U est finie et de- 
terminée. Puis écrivant cette quantité sous la forme 


| mr ie = a part | + 
U = cos— | ——— cos(za) sin" x de + sin — | ——— sin(zx)sin" x de, 
2n, n + on J. m 


Wire en 
A n ? 
o 1 


et remplaçant cos(zx) sin“x et sin(zx) sin“x par leurs développements, qui sont dans 
le cas de n pair 








I ni cos.(n + 2)x 2 { cos.(n — 2 + 2)x en cos.(n — 4 + 2)x ) 
= n pre a 
2° 1 1.2 | 
5 +cos.(n—2)x | +cos.(n— 2 CoA (+ | 
unn—1) … É da 1) à 
dee ao 
RA È 
2... 
ei 
1? (sin (n + 2)x n sin.(n — 2 + 2)x EE sin.(n — 4 + 2)x 
or ly Paes 1.2 vi 
: ala : —sin.(n—2 —2)x — sın.(n— 4—2)& 


ì 


ann) ... (+ 1) 2 


wl s 


on, voit que U est égal à une somme de quantités de la forme 


miao I nr EE À : 
A;cos — | ——cos.(n—22+2)xdx+A;sin — | ————sin.(n—2?¢+-z)adx 
PA Ad Fu 2n Jo "+7 
x 
(33) 
Tite al : Lv fi > : 
+ A,cos — I ———cos.(n—2¢—z)ada— A,sin — | ———~sIin.(n—2?—2z)ada, 
2n Jo +7 Qn ) 2+= 
x x 
ER, Bas: n 
où 2 représente un indice qui peut recevoir les valeurs 0, 1, 2,..., 9’ et À, est 


un coefficient numérique fonetion de 2. On integre par parties chacune des intégrales 


# 
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ci-dessus, jusqu'à réduire la puissance de x qui figure au dénominateur sous le si- 
È m 
gne | ax" - Alors les termes degages du signe | additionnés ensemble pour toutes 


les valeurs de 2, doivent faire une somme nulle quand on y donne à x les valeurs 
limites co et 0. En effet, ces termes sont tous de la forme 
Te Dt ies sin. 
Ade sila ml Boa (n — 2a + 2)x, 

a ar COS. 


B, 


A étant un nombre entier positif, et B, une constante; d’où il résulte d’abord que cha- 
chun d’eux s'annule pour x = ©, et qu'en outre, si leur somme n’était point nulle 
pour x = 0, elle serait infinie on indéterminée. Or ceci ne peut pas avoir lieu , 
puisque d’une part l’intégrale U est finie et déterminée, et que de l’autre la somme 
des termes qui après l’intégration par parties contiennent encore le signe f est éga- 
lement finie et déterminée, comme nous le verrons bientôt. 

En se bornant donc à ces derniers termes on trouve 


°° cos.(n—2it2)x — 1)? (n—2i +2) ‘“cos.(n—2it2)x 
| = = | ar | = m | | “i D | = 
n + — — 
Se Ten ie + )(2+)-(n-14+%) ee, re 
n n n 
‘*sin.(n—2%1+2)x — 1)? (n— A tz)" ‘“sin.(n—2it2z)x 
1/0 x n (1 ++) (+) (rie) o a” 
n n n n 


Enfin, si l’on remplace les intégrales des seconds membres par leurs valeurs connues, 


«COS. È m \cos. m \r 
. nm — 22 + z)x rI1—-—). I1— —k 
sin. n Jsın. n J2 
——— da TT —————r c—rr——. —_——_———_—___t__——t—ò89t 


m ni 
n 


x m—- is: * 


à savoir 


oO 


m 
puis r(1 —*) par sa valeur 
m 


TT 
n 


r(1 + n) sin. RT 
n n 


on trouve que la somme des quatre termes (33) est égale è 
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4 


(—1)? x(n — 2i +2) 


A, mm e e e ee e ere + 
RI 
n n n n 


Il s'ensuit que dans le cas de n pair 








n= À + n n— 1 + n(n—1 | Nm en 
Ce 2) wur magia) "+ . 5 \n— 4+3) nee 
„nn—1). É in 1) 1 n 
411: Bean 
i ) n 2 | 
2 


12. 


U= —_— —  — (ee -- 
» (1 (2 +). (m | + )r(i +") 
n n n n 


Dans le cas de n impair, la valeur de U serait : 


n-t+2 n nit“ n(n—-1), raie 
rn rue n n 5 PRE) Er Sa 


1). (I) n 
— > Hate 
+ (1) ——___ (142) | 
Dore 
2 


a ae 
> (1 +2)2+) +1 rl +) 
n n n n 


Collége Romain, Janvier 1858. 





n [a+ 2) 
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SULLA DETERMINAZIONE DEI COFFFICIENTI DELLA TRASFORMATA DI TSCHIRNAUS: 
APPLICAZIONE ALLA RIDOTTA DI JERRARD DELL’ EQUAZIONE GENERALE 
DI QUINTO GRADO. 


NOTA 
DEL PROF. GIO. LAVAGNA. 





La recente scoperta del chiarissimo Geometra Sig. Hermite, che esprime per fun- 
zioni ellittiche le radici dell'equazione trinomia 

(1) ala. Al: 
alla quale forma semplicissima il Sig. Jerrard ha dimostrato potersi ridurre |’ equa- 
zione generale di 5° grado mediante una sostituzione dipendente da soli radicali qua- 
drati e cubici, m'ha eccitato ad eseguire un lavoro, di cui m’avventuro ad esporre 
l'andamento, dal quale risulta come caso particolare la determinazione dell’ultimo ter- 
mine a della ridotta di Jerrard, 


1. 
La trasformazione di Tschirnaus d'un equazione di grado n a coefficienti qualunque 
(x) CA POT 4 Pal He trat = 0 


in un altra, ogni radice y della quale sia una funzione razionale ed intera 


(yet) y=), + 0,0 + 4,07 +... a," 


a coefficienti indeterminati a, , Ay, ... @ d'una corrispondente radice x della (x), è 


noto che conduce a un equazione 


(y) Yo gy ea Gay HER da HE dl 
dello stesso grado n,i cui coefficienti sono funzioni razionali intere e omogenee dell 
indeterminate 4, , @,, ... A; dun grado designato dall’indice dei medesimi. 

Per una via tracciata (V. Serret Cours d’Alg. Lec. VII) si possono esprimere 
in funzione di py, Pa» +: <P.) G4 5 + +. a le somme §,, delle potenze simili 
di grado m delle radici della (y), per mezzo delle quali somme si determinano colle 
formule di Newton i coefficienti g, , 92 ; --- q, di quest'ultima equazione. 

Onde semplificare e compiere la ricerca mi sono discostato da una tale via : e 
considerata siffatta trasformazione in riguardo al problema della disparizione dei pri- 
mi p termini della (y) che seguono y*, la quale è noto ridursi a soddisfare mediante 
le indeterminale 4, , 4, , a, ,... le p equazioni 





(2) S, = 0; S, = 0,... S,— 0. 


a 
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mi sono primieramente proposto « d’assegnare l’espressioni delle somme S,, in modo che si 
prestino immediatamente alla eliminazione di a, , mediante l’equazione di 1° grado S,=0: 
di dare I’ equazioni più semplici alle quali le (2) si riducono in virtù della simul- 
taneita loro: e d’assegnare le espressioni delle somme Sp4rs Sp. » scevre da 


a, e semplificate dalle (2), come pure quelle che ne conseguono per i coefficienti della 
trasformata (y) ridotta alla forma 


(p) re ari 
Rea io RAR I SO) EUR SEPE ST Yo Yq = 0. 
Il. 
A raggiungere lo scopo ho stabilito e applicato le seguenti formule. 


Sia X una funzione arbitraria di x, che supporremo per semplicità avere un sol 
valore finito e determinato corrispondente ad ognuno degli » valori finiti e determinati 


Cis &,,...2, arbitrariamente attribuiti ad x: abbiasi la relazione 

essendo a, una quantità qualunque indipendente da x : e rappresentino S,, e S(X°) 
le somme degli n valori delle potenze y” e X’ corrispondenti a a=x,, =%,,..., 
==, Ab 


EL” 
Se sviluppata l’equazione 
y” ar: (a, + X 
per m numero intero e positivo vi sostituiamo &,, %,, ... 4, successivamente in 
luogo di x, e sommiamo le n equazioni risultanti, si trova la formula 


a T(m + 1) ar S(X:) . 


(3) 5 Te rim irn)” 


m 


= nay + 

der A 
Sommate le n equazioni nascenti dalla medesima sostituzione successiva di x, , 
in luogo di x nello sviluppo dell’equazione 


(Y Dari Bi) X À 


ROT, 


2 n 


e posto per brevità, qualunque sia l’intero positivo 2, 


(4) n(— a) — S(X') = A, 


s'ottiene la formula 
‘vi  (—1)'T(m + 1) ie 
(3) ets As. FES . O \ ami = 
T(z + 1) '(m — 2+ 1) 
i=0 
Finalmente sommando con quest’ultima equazione lutte quelle che se ne deducono 
per m cambiato successivamente in m — 1, m— 2, m—3,....2,1 ordinata- 


mente moltiplicate per 
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m(m — 1) m(m — A)(m — 2) mim— 1) „_, À 
MA, 5 TAT a, > ERI 0,330 ae à gesso cu eroi a, , ma, 4 


e osservando che il secondo membro di detta somma, attesa la disparizione dei ter- 
mini contenenti S, , S,,...S,_y Si riduce semplicemente ad S,,, scritti i termini 
del primo membro in ordine inverso, e cambiati i segni trovasi la formula 
(6) A im T(m > 1) À Er 
nen | en SS onan eee . A 
Hi Te + 1)T{m— i+ 1) 0 © 


En 
Per applicarle al caso nostro, supponiamo che si abbia nelle precedenti formule 


(7) X=a;n + ax +. aper, 


e che x,,%,,-..., siano le radici dell'equazione (x) : le quantità S,, rappresen- 
teranno le somme delle potenze simili di grado m delle radici dell'equazione (y) ri- 
sultante dall’eliminazione di x fra I’ equazioni (x) e (y, x)’: e siccome le funzioni 
simmetriche e razionali S(X') delle radici della (x), per cui s’ esprimono le somme 
S,., si determinano in funzione di p, ; Pa» ++ 4, , Aa , +... A; ne conseguirà la cor- 
rispondente determinazione delle somme S,,, e quindi quella dei coefficienti della (y) 
in funzione di a, , @, , «+» dx, Py» Pa; +» dalla quale per ora prescindiamo. 


11. 


La disparizione dei p termini 2°, 3°,.... (p + 1)esimo dell’equazione (y) dipen- 
de dal soddisfare mediante l’indeterminate a, , @, ; 4, ,.... le p equazioni 


(8) g: = 0, g—0,...q, —0, 


il cui sistema come si è notato è ridotto dalle formule di Newton al sistema (2). 
Ma fatto m = p nella formula (5) viene essa ridotta a 


— A,=$ 


p 


dall’equazioni 5, = 0, S,=0,... S,_, = 0: dunque in virtù delle (2) si ha A,—0 


per ogni valore di 2 compreso fra 1 e p inclusivamente. Viceversa supposte l’equa- 


zioni simultanee 

(9) Ar 0), Ai 
apparisce dalla formula (6) che si ha S,, = 0 per ogni valore di m compreso fra 1 
e p inclusivamente. Pertanto le (2) traggono seco le (9) e reciprocamente : cosicchè 
la riduzione della (y) alla forma (y) dipende dal verificare mediante I’ indetermi- 
nate a, , @,, Az ; -.. lequazioni (9) più semplici delle (2), in quantochè ciascuna 
equazione A,= 0 è il residuo della corrispondente S; = 0 prodotto dalle sue ante- 


cedenti nel sistema (2), 
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Avendosi dalle (5) e (4) 


—A,=S,= na, + S(X), 


l'equazione A, = 0 somministra 
1 
= — — S(X); 
(10) 4 = — — S(X) 
e ponendo 
(11) S(X) — n S(X)=U,, 
la sostituzione del valore precedente di a, nell’espressione (4) di A, produce 
1 
(12) SEAT 
n 


Laonde adoperata la prima equazione del sistema (3) per eliminare a, dalle susse- 
guenti, le p—1 equazioni che rimangono a soddisfarsi sono 


(13) U, =0, U;=0,,...U,=—9; 
collegate a een continua 
(14) — VnS(X*) = Vn?S(X3) =... = Ynr-'S(Xr) 


La formula “ annullati dalle (9) i primi p termini, sostituito il valore (10) 
di a,, e il valore (12) di Pat si riduce a 





im gee a Le 1) m—t 
1 n _ _—T—tk—k°‘*’_Us 
i=p+14 
la quale formula fornirà le espressioni di S,,,, Syss 1: - - - semplificate dalle con- 


dizioni (9), e scevre da a, . 
Ogni coefficiente q,,, ; Yp.2: --- Q, Viene dato per quelli che lo precedono dalla 
formula 


(16) = hg, = 





Sy, our Ip+i DE we Ip+2 Ses DE eS ee Vi—p—1 De > 
residuo della formula generale di Newton prodotto dalle equazioni (2) e (8); e se ne 
rileva semplicemente 

1 


(17) GES A Sy 


per ogni valore di h compreso fra p +1 e 2p + 1 inclusivamente. Tutti i coef- 

ficienti della (y) si possono d’altronde avere immediatamente espressi in funzione 

di Syyrs Sp42,-+-. introducendo le condizioni (2) nella formula nota (V. Serret 

Cours d’Alg. Note II) per cui ogni coefficiente g, d’un equazione (y) s’esprime im- 
Tom. 1. N°. 4. 1858. 31 
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mediatamente in funzione delle somme S,, S,, ... S,: così si ha insieme colle (2) 


(- Sp+i ee) (— vase, Ml dt (- +) 
+1 +2 h 
(18) =D > SR 


Ir + VO +1). TA +1) 


ove il segno Ÿ deve estendersi a tutti i valori interi positivi o nulli degli espo- 


nenti che soddisfano l’equazione 
(19) Pd, + (Pt 2) +... + hay = he. 
IV. 


I resultati nel paragrafo precedente sono indipendenti dalla forma della funzione 
X, e richiedono soltanto che sia algebrica e razionale in x, indipendente da a, , € 
dotata d’un sufficiente numero di coefficienti indeterminati per soddisfare l’equazio- 
ni (13). 

Nel caso nostro in cui X ha la forma intera (7), denotate con s, , Say... Sy +. 
le somme delle potenze simili delle radici della (x), e rammentando che se f(x) 
rappresenta una funzione razionale ed intera di x, tale che abbiasi f(0) = 0, la 
somma Sflx) estesa a tutte le radici della (x) s’ottiene sostituendo in f(x) ad ogni 
potenza ax la corrispondente somma di potenze simili s, , comporremo immantinente 
le formule 


(20) SX) Su Re as, 
ari Ti +1) ro EEE i, 
a) RT a 
Ris, rt20at...+ki, 1, | OF 
CR) ge 
(GA e nn 
(23) u=Y AO EUR vad 
tris (ist, en Ze 


avendo fatto per brevità 


Di le sì af te ù 
(24) NO pa i,t2îin +... +Kki, 


RS UE Ti, + 1)T(, + 1)...T(4 + 4) 


nelle quali formule il segno Ÿ deve estendersi a tutti i valori interi positivi o nulli 
degli esponenti che verificano la condizione 


ii Pa, +... +tu=1 
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La formula (23) serve ad esprimere immediatamente le equazioni (13) in fun- 

zione di 8, 5,82 3... @,,@,,... Ax; per le quali quantita viene espressa S,, dalla (15) 

col sussidio delle (21) e (22); mentre le (17) e (18) forniranno le espressioni cor- 
rispondenti di Q541 » 9p+2 <Q, mediante la (15). 


Ne 


Ogni radice x della (x) s’esprime in funzione razionale d’una corrispondente ra- 
dice y della sua trasformata (V. Serret Lec. VII) da una formula, la quale tenuto 
conto delle (8), si è 


LU ld Qu, 4 I 
a ee rg dg 

















(x, y)? c= — >; o e en na EI à 
NY (N_PA)Gp:Y +. +-2@n_2Y+9na 
. . . dq, dq, ? O + hs 2 
Le espressioni delle derivate i patri s'ottengono differenziando rapporto ad a, 
da, da, 
l’equazioni di Newton, considerandovi S, , S, >: +41» 92, - . . come funzioni delle 
variabili indipendenti @, ,@,,...@G,, e a differenziazione eseguita tenendo conto 
delle (2), (8): così si perviene a costruire la formula 
(25) dq, DR 1 dS, Spee dS, ye ds, 
ie, a hda, h—1 da, ANO Al 
Sp+i dSipli 





+ (R—p—1)(p +1) da, 


la quale coesiste colle (2) per tutti i valori di k compresi fra 1 e 2p + 1 inelu- 
sivamente, a condizione di sopprimere i termini in cui S comparisse con indice nullo 
o negativo. Ometto per brevità la formula generale di tutte le suddette derivate, che 
si comporrebbe direttamente differenziando rispetto ad a, quella da cui si è dedotta 
la (18), e introducendo nel risultato le condizioni (2). 

ds, È 7 . dq, dg, 


.. da sostituirsi in quelle di +. Si 
da, da,’ 


\ Le espressioni delle derivate 
da, da 











1 


desumono dalla formula 


= dS, € (-YÄrm +1) dS(X) ——,u 
26 RU a u 3 , 
(ab) da, > Te nC an Ee SI 





che si costruisce differenziando rapporto ad a, la formula (3), e sostituendo nel re- 
sultato il valore (10) di a,: mentre si ha dalla (22) 


a Te +1)s 


d - d S(X°) tp +2, + + ki iti i, i, 
(27) © a, Coe oe 
-N ir (AVG, #1) | 


* 
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VI. 





dS,, d i Paz: 
» Quo ald risultano dall’esposte formule funzioni ra- 
da, da, 


zionali intere e omogenee rispetto ad a,, a,,... a, dei respettivi gradi 2,m, m—1, 
h,h— 1, 1 coefficienti dei cui termini espressi per s, , 5, , ... si potrebbero conver- 


Le quantità U,, S,,, 


tire colla formula di Waring in altrettante funzioni immediate di p,, p.;-- Pr- 
Non mi trattengo su tale sostituzione non necessaria al mio attuale scopo : ma im- 
maginandola eseguita mi limito ad osservare, che siccome la somma s, contiene p} 
ed è di grado À, scorgesi dall’ispezione delle formule che ogni coefficiente nelle sud- 
dette funzioni omogenee conterrà una potenza di p, con esponente » eguale alla som- 
ma degli indici rispettivamente moltiplicati per gli esponenti dei fattori a del termine 
a cui esso appartiene. Laonde se assumessimo il primo termine della (x) con un coef- 
ficiente po , ciò che indurrebbe a cambiare nelle sovraesposte formule p, , p.,... Pr 


LIRE CL ogni coefficiente nelle medesime sarebbe una funzione razio- 
Po Po Po 


nale omogenea di po, pis --- Pn di grado y, definito come sopra, affetta dal de- 
nominatore p#, e riducendo tutti i termini al medesimo denominatore, ognuna delle 


un 


suddette funzioni U,, S,,,....intere e omogenee di grado À in generale, rispetto ad 
Q, , A,, ... Ax sarebbe omogenea anche rispetto a po , Pi » «-- p, di grado KA espresso 


dal prodotto di A per il massimo indice delle a, e affetta dal denominatore generale 


pP, essendo kd il massimo valore di » in una tale funzione. 


VII. 


Le esposte formule sono preparate ed hanno luogo per i valori di a, , a, , ... che 
soddisfano le equazioni (13), le quali dopo il Sig. Jerrard si risolvono per radicali 
quadrati e cubici nel caso di k = 4, e p= 3: così la questione completamente so- 
lubile che passo a trattare si è la riduzione dell'equazione (x) colla disparizione di 
tre termini alla forma 

(1 JE QU PIA) 
mediante la relazione 

(y, a) y= 0, tat, + a; a + a, x 

Fatto k — 4 nelle formule (20), (23), (24) si ha 


(28) S(X) = s, @, + 8,0, + $303 + sy A, 


1 (Ri Ag di 
(29) = Use Var e aa; a, 
01%, 139 14 
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e il sistema (13), nel caso di p= 3, si riduce alle due equazioni di 2° e 3° grado 


U, u U; 0, 


| 


alle quali bisogna soddisfare mediante le quattro indeterminate a, , @,, a3, ay. 


Sviluppata la prima di esse colla formula (29), (2 =2), si ha 
U, = db, ai + 2b,a,a, + 2b;0,03 + 2b,a,a, + ba} + 2bsa,az + 2b,a,a, 
+ bgaî + 25,030, + bai = 0, 


avendo fatto per brevità 


Ds ns, 6, == sis, ons, = 5,5, — ns, , b, = 5,5, — ns, , 
bj = st — ns, , bg = 5,83 — nss, D, = 5,8, — N65, bs = 8? — ns, 
Den, ba, is. 


Eseguendo la nota trasformazione (V. Serret, Cours d’Alg. Note V) della funzione 
omogenea U, di secondo grado a quattro indeterminate nella somma di quattro qua- 
drati di funzioni omogenee lineari, si ha identicamente 





30) U, = a] Pt (a> Be Be a) 


vb, ve. 


dja; + d,a,\” } 
+( vd; == (ye,-a;) ’ 





ove si è posto 





DI b,b; — bi A b,b5— b.b; riga b,b, —b,b, ee b,b, — b} 
ee a A Fe, aloni è eus LUE ous ; 
b, b, b, i b, 
C5 = , ¢, = —— _,, 4, = ———_ , À, = — 
I é b, C, Gi 
2 2 
halte Ci dadi ad, 
ip Pegi VE CU a epr Pong 
C, d; 
Pertanto la U, = 0 è soddisfatta dalle due equazioni che s’ottengono eguagliando 


separatamente a zero per esempio la somma dei primi due quadrati e quella dei due 
ultimi nella formula (30), le quali equazioni, messe sotto forma lineare mediante l’e- 
strazione della radice, danno per due quantità come a, , a3 i valori 


(31). a, =o, + fa,, 03 == ya, 


avendosi 
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— bi eVbev 1, —d, + Vd3e,.¥—1 
RER, 10 d, 
2 _ Calbad, — b,d3) — c,Vb,c,dse, + }(e,d, — c3d,)Vb,c, = bac, Vdse, t v1 
ES SS ee CR I AR, NUS 


e scorgesi che «, 8, y sarebbero quantità reali qualora s'avesse b,c, < 0, d3e, < 0: 
d'altronde l’ispezione della (30) dimostra, che quando i quattro coefficienti b,, €, , 
d,, e; risultassero due positivi e due negativi si potrebbe soddisfare la U, — 0 me- 
diante due delle quantità @,, @,, @3, a, date per funzioni reali lineari omogenee 
dell’altre due rimanenti arbitrarie. 

L'equazione U; = 0 sviluppata colla formula (29), (2 = 3) diventa per la so- 


stituzione dei valori (31) di a, , @3 
(32) U, = Aa? + 3Ba? a, + 3Ca; a? + Da? —0 
avendo fatto per brevità 
A = (sf — n°53) a? + Ist s, — n°sj)e + 3(s, 55 — n°ss)a + sì — n°sq 


B = { (st — ns) + (sis; — n'ss)y + 87s, —n Ste 


EL 
+ 24 (sis, — n°8) + (8182535 — n°56) + 81828; — n°s,}a 


1 
2 
o 
2 


+ (8, 55 — n°ss)6 + (83.83 — n’s,)y + sì sj — n°sg 


C == } (st — n°53)B° + 2(51 8, — n°se)B + 2087 53 — n°s5) By 


+ 2(8,535, — n°sg)y + (15 —n’s,)y" + 5,5? — n°soha 
+ (sis, — n’s,)B° + 2(8,5,5, — n°8,)B + 2(515253 — n°s6)by 
+ 2(s,838, — N°89)7 + (8252 — n°sg)y? + s,s? — n°s,, 
D = (st — n°s3)6* + Isis — n°ss)y + Ss, — n°s616° 
+ {(s, 8; — n’s,)y* + 2(s,838, — n°sg)y + s,s? — n°sstf 
+ — n°89)7° + (83 8, — + (535? — n’s,,)y + 8? —n’s,.. 
Determinate le radici 2,, 2,, 23 della equazione di 3° grado in z che s’ottiene 
ponendo nella (32) a, = za, , le cui espressioni ometto per brevità, bastando l'equa- : 
zione medesima a definirle, sostituisco nelle formule (28), (29) i valori 


(33) a, = (a2 + f)a,, a,=z%a,, A = ya, 


di a, , @,, 43 provenienti dalle (31), (32), nei quali z rappresenta indifferentemente 
una delle tre radici anzidette, e posto 


(34) W = s,(az + 8) + 5,2 + S37 + 5 
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(35) VISA Se SY (ae 


sod 859 CRE 3 
si ha 


(36) S(X) = Wa,, Nas 


Pertanto la formula (15) relativa al caso di p— 3 diventa per la sostituzione 
dei valori (36) di S(X) e U, 
| a” imm a, | m—t IE m+ 1 3 
(37) Sn IB, oberer EL NAV 
n Gdl + 1)I(Mm_-t+1) 
I==4 
da cul, facendovi successivamente 2 == 2,, == 2,, == 23 Si traggono tre espressioni 
della somma S,, correspettive alle tre radici della (32). 
In virtù delle formule (17), (18), (37) i coefficienti della trasformata (y)® sì 
succedono colle seguenti espressioni 
a a? 


Ge ini i =: sn NoN 
qe = (Ve — 6V;W + 15V,W°), 


7 
a, 


1, = ps (Va — TV6W + 21 VW’ 35V, W%) , 





i coefficienti gg, Go»: Qn presentano una legge meno semplice. 

Della quantità a, rimasta indeterminata si può disporre a piacimento. Valendo- 
sene per ridurre a una ‘quantità c presa arbitrariamente uno dei coefficienti per es: 
g,, si rileverà dalla prima delle suddette equazioni 


(38) a, = Ve 
e quindi 
Vs SEIT, 

(39) Gi = Cr, a: = 4e (5 — W) rip Nez 
Ponendo 

40 : IU ste ge 12? 21313+41, ( a 6) in 33 

ZETA SIRO LIS a % ’ 

io) Ra + 1)M(î, + AP (3 + 1)T(e, + 1) 2 


m 


le derivate Da si determinano dalla formula 


i 
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an 





dS x SA I es 7 (m iù 1) n 
DA CA =) P Ww" f 
Da da, A pina 1) 


che è una conseguenza delle (26), (27), (36), (40). 
> aiuto at dS,, . . 
Sostituite le espressioni (37), (41) di S„, € FL quelle che si deducono come 

I 
| eed dq, 
sopra dalla (25), e dalla formula generale delle derivate at sE nr 
da, da 


, si ottengono le 





espressioni di quest'ultime da doversi sostituire nella (x, y)” relativa a p = 3 che 
esprime x per mezzo di y. 

Attesi i doppi valori generalmente immaginarj coniugati di a, 6, y, le radici 2, , 

SURE “agi dq, we i , , 
Zoe, 6 le {UNION av ‚ P.,q, >» —— che si riferiscono a ciascuna di esse, 
da, 

prendono dopo le riduzioni la forma A = B /—1. Pertanto s’oltengono tre coppie 
di trasformate (y) a coefficienti immaginari coniugati, e altrettante coppie di for- 
mule corrispondenti (x, y)” correspettive alle radici anzidette. Ciascuna delle sei for- 
mule distinte rappresentate indifferentemente dalla (x,y), mediante la sostituzione 
successiva in luogo di y delle n radici della corrispondente trasformata (y), fornirà 
per x, prescindendo dall’ordine di presentazione, i medesimi n valori, che saranno 
le n radici dell’equazione (x). 

Così è pienamente risoluto il problema della riduzione dell’equazione generale di 
grado n a forma mancante del 2°, 3°, e 4° termine, e della determinazione delle 
radici della (x) mediante quella della sua trasformata (y). 

A compimento della ricerca in vista delle applicazioni numeriche ho ridotto nel 
modo ordinario alla forma A + B /—1 le radici z,, 2, , 22 della (32) e le quan- 
ita che come sopra ne dipendono. 


VIH. 
Applicando ora l'esposto metodo all’equazione generale di 5° grado 
(42) D+ pai + p, D + p32? + py t + ps = 0 


se nottiene in virtù delle (39) la trasformata a tre termini 


4 Vi ST 


Ja quale, fatto c == — 1, si mette sotto RR forma (1) di Jerrard, e si ha 


Vs N/A 
Sn ie, li w) IV, 
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In virtù della (a, y), (25) la formula che dà le radici x della (42) mediante le 
radici y della ridotta di Jerrard si è 











ds, sig! dos LAS ari ds, 1 ds; ds, 
Le da, J 2 da, J 3 da, 7 4 da, J 5 da, da, 
#1 l 5yi—1 


i cui coefficienti si desumono dalla seguente 


m—4 
dS,,, E 391 Kam (LS Rit T(m en 1) 
da, \5V, ZTC+UTm-—-ir 1) 


i= 





Ei W m—t 


che si trae dalle (41) e (38) facendovi n — 5 , e c= — 1. 

La funzione a, benchè pienamente determinata dalle funzioni mediate Vj, Vs, W 
di pr, Pa; Ps Pas Ps » date dalle (35), (34) per n=5, lascia tuttavia a desiderare la pro- 
pria espressione per quelle funzioni dirette dei suddetti coefficienti, le quali non solo la 
rendessero il più possibile concisa ed elegante, ma che per le proprietà loro caratteristiche, 
e l'impronta che ritenessero dell’equazione (42) meglio definissero la natura algebrica del 
parametro a, rendessero per così dire visibile la correlazione intima fra l’equazione che 
si trasforma e la sua trasformata, e permettessero di spingere fin là dove può giun- 
gere l’analisi algebrica della natura delle radici dell'equazione di quinto grado. A que- 
sta ricerca sento almeno il desiderio se non la forza di provarmi : frattanto siccome 
una espressione già determinata di a, o le funzioni U; , V;, W riguardate come sog- 
getti da trasformarsi, potrebbero forse tornare utili alla medesima, mi sono avventu- 
rato a renderle di pubblica ragione; considerando eziandio che questa mia risoluzione 
del problema darà almeno un maggiore risalto a quella sotto il punto di vista alge- 
brico perfetta che si trovasse per altre vie da valorosi algebristi, non senza un utile 
confronto circa l'indole dei metodi impiegati. 


Pisa 27 Giugno 1858. 
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RIVISTA BIBLIOGRARICA 


—__ 00 00 —— 


SULLA SIMULTANEA TRASFORMAZIONE DI DUE FORME QUADRATICHE. 


WELIERSTRASS. — UEBER EIN DIE HOMOGENEN FUNCTIONEN ZWEITEN 
GRADES BETREFFENDES THEOREM. 


(Monatsbericht der Akademie zu Berlin. Mars. 1858). 





ao 


1° Il problema della simultanea trasformazione di due forme quadratiche , cioè 
della trasformazione di esse mediante una stessa sostituzione lineare, fu già scopo alle 
ricerche di Jacobi e di Cayley (*). Il Sig. Weierstrass, nel lavoro annunciato sopra, 
considera nuovamente questa importante questione, e la risolve anche in un caso non 
contemplato da quegli autori. Crediamo opportuno nel render conto dei risultati ot- 
tenuti dal Sig. Weierstrass di far conoscere in molta parte anche l’analisi per la quale 
giunse al medesimi, 

Si considerino le tre forme quadratiche ad n indeterminate x, , &, , 


u Si ds UUs ; v SS Cr, VX > w= Mu — v ISO Lys ; 


e si indichino ordinatamente con A, B i determinanti : 


Di x A> 2 CHE Onn) > DE be DE ti D) 3 


E La fa. A A TO AMET hg 
e con 2,5, D, 1 determinanti minori ——, —— € con «,, v,, w, le espressioni 
da Me db 
LCi eee 0 Lalla ie: 
= ——, = ——, = ——. Dalle equazioni: 
PAT © DAN big mer ari bs 
Us = Ay, Ly + ds Le mate AC + + Ans Un > ($s = 1 ? 2 Pe n) 
dedotti ı valori delle x, , X,,...2,, cioè: 
1 
(1) db == "N >> Ars Us 


si sostituiscano nelle : 


u Due SE 
si avranno le : 


(2) u= x DUE vi 5 RD RE 





(*) Jacobi — De binis quibuslibet functionibus homogeneis secundi ordinis etc.— Giornale di Crelle. 
Te. MII. — Cayley —. On the simultaneons Transformation etc. — Giornale di Cambridge e Dublino. 
1849. T°. 40. Serie 22. pag. 47 — . The Quarterly Journal — . Febbrajo 1858. pag. 192 —. 
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(I 
_ 


Ora le equazioni : 
w, == 0, 9a, +0, Nat. La 
danno anche : 


31 1 
(3) I, = DÒ: r,s WU, = Rm G,,s(Ou, =: v,) 


ossia osservando essere B, 6,,, due funzioni intiere di 9 dei gradi n,n—1; svilup- 
pando il secondo membro secondo le potenze discendenti di 9 si avrà : 
A 
ST 
X, = A, ZE + .. 


nella quale A, è evidentemente eguale a: 


Eu Br, i 
() Sl) Lp) 


Quindi se riteniamo che le indeterminate x, x, ...æ, sieno definite dalle equazioni 





(1), il secondo membro della (3) dovrà essere indipendente da 9, e si avrà : 


Br. 
4 =3. 55 


06... TI Pol ER 1 er 
SF) a= DE ( B ye U, A D Lys Us 5 


per la quale e la (4) le equazioni (2) diventano : 


srl) un ee ESSE) ee 


Supponiamo dapprima che la equazione B(9) = 0 non abbia radici multiple; in questo 
caso indicando con 6,, 9,,...9, queste radici, si hanno le note relazioni : 


aa 2 ° Pe, (8) or, = n CRETE (an) 
( B We B (9,,) ( B ESS B'(6,,) 


per cui ponendo : 








(su, — DÌ == 
g—t 


ossia : 














Ÿ, vi Pras On) in) U, u, = Pm x 
B (0 0,,.) 
si avranno le trasformate : 
u=p,+p.+-.- + Pa 
D 0 D, pin 


Le espressioni p,, p,... sono quadrati di funzioni lineari della u, , u,...u,, € 
quindi delle x, , x,,...2,; infatti dalla teorica dei determinanti si ha che: 


* 
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: d'B ; | 
(5) IE == Par 5e wer Ro! CL È) 


ora osservando essere (,., = {,,,, ponendo in quest’ultima 9 = @ 


pou (0,,) = CRIS (8,) 6,3 (9,,) 


A ST avras 
per cui si avrà: 
AUS ) 1° — y? 
Pr A IU 
essendo : 


È AO ee) 
| B(0,) de B (9,,) 

ed inoltre per la (1): 

(7) NY Axa Yo + DA Uno 
I valori (6) dei coefficienti della sostituzione lineare (7), nella supposizione che la 
equazione B(6) = 0 non abbia radici eguali, coincidono con quelli determinati con - 
metodi differenti da Jacobi e da Cayley nelle memorie citate. 

2° Il Sig. Weierstrass considerando in seguito il caso nel quale l'equazione B(9)=0 
ammetta radici multiple, dimostra il seguente teorema : 

« Se la forma quadratica w non può annullarsi per valori reali delle indetermi- 
» nate X, 3 £,...%,, fuorchè nel caso in cui le medesime sieno tutte eguali a zero, 
» una radice dell'equazione B(9) = 0 multipla secondo il numero y, sarà radice del- 
» l'equazione f,,, (6) = 0 multipla secondo il numero » — 1 ». Allontanandoci dalla 
via seguita dall’Autore faremo dipendere la dimostrazione di questo teorema da alcune 
note proprietà delle forme quadratiche. 

Osserviamo dapprima che indicando con A, il determinante : 


DI) 
la condizione alla quale deve soddisfare la forma u equivale al dover essere i ter- 
mini della serie 

ABA As EN 


lutti positivi. Infatti è noto che la forma u equivale alla : 


E 9 
A, tag e Ur dn 
I n—1 


nella quale 2, , 2, ... 2, sono forme lineari delle x, , x, ... x, ; ne risulta che se le quan- 





tità A, , À,... sono tutte positive, la forma w non potrà annullarsi che annullan- 
dosi tutte le 2; , 2,,...2,, e quindi tutte levy se wesen „oc... Ciò posto Len 
rema del Sig. Weierstrass può dedursi come corollario del seguente dovuto a Sylvester (*): 








(*) Sylvester — The Algebraical Theory of the Secular—inequality Determinantive Equation genera- 
lized. Philosophical Magazine — 1853 
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Si indichi con B, il determinante : 


Sie Br Bia PR Per) 


e suppongasi che i coefficienti delle più alte potenze della 6 nelle equazioni : 
Dee Ue ZORRO O Bi) = 


cioè i determinanti A, , A,... A, sieno tutti positivi, (0 negativi). Le radici della 
equazione B, — 0 sono tutte reali, e comprese rispettivamente fra + ©, le suc- 
cessive radici, discendenti in ordine di grandezza, dell’ equazione B,._,(8)=0, e, — © . 

Ne segue che se la equazione B, = B(9) = 0 ha u. radici eguali a 9,, la equa- 
zione B,_, = ß,,.(0) = 0 od evidentemente in generale la f,,,(0) — 0 avrà xy —1 
d’B 

db, db... 

avrà p—2 radici eguali a 9,,; per cui in causa della (5) il polinomio ß,,(#) con- 
terra il fattore (0—9,,)£7!, cioè la equazione B,.,(9) = 0 ammettrà la radice 9, mul- 
tipla secondo il numero u — 1. 

Supponiamo : 





radici eguali a 9,,; e la equazione B,_,(9)—0 0 più generalmente la =0 


Bid eA Oe a. loire 
o(6) = Ad — 0,)(9— 6,).. . (8 — 8), 


sarà a Pa 
6,,s(9) À h,.,;(0) (0 IF, 9,) 2 OS (0 dE 3 0;) ; 
essendo h,,(9) un polinomio del N i—1. Ora: 
f ibe s (8) lr,s 1, A (6, i) 
(8 e — “a ==, tri) _ 
8) B(0) DI (0 — 0 m) (On ) 
quindi : 





rss (9) x nes =, (FE 2) ata 6, ,h,,5(0,) ; 
Ge e) 


per le quali ponendo : 








Pm — I U, uU, 
(9,.) 
risulteranno le : 

u=p, + pot... + Di 

WU 0, pit dpi re dp; - 
Osserva da ultimo l'Autore che supponendo essere il grado di multiplicità della ra- 
dice 9,,, la forma quadratica p,, eguaglierà la somma di quadrati di funzioni li- 
neari delle w,, w,,...%, e quindi delle x, , x,,...%,; la quale proprietà, come 
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è noto, è una conseguenza della seguente relativa ai coefficienti h,.,(9,,) della forma 
quadratica stessa : zl determinante: 


H(6) pi D (st jue ho set hes) 
e tutti à determinanti minori del medesimo degli ordini primo, secondo ,. . 


(n—u+1)esimo si annullano ponendo în essi 6 = 0. 
Consideriamo, per esempio, il determinante minore : 
Hi (0) =D e) 
per la (8) si avra: 
1 1 

Ana: Rn fron ANT 

gl (9) HS (9) Bald) B,..1(0) 3 
ma dalla teorica dei determinanti è noto che B,,, è divisibile per B*, quindi indi- 
cando con Q il quoto, si avrà : 





06) (7 nm | 
H,..(9) BG) * (6) 
o ponendo : 
(0 B(9 
fs = (6) , ee — P(6) 


sara : 
| u: Q(6) uti To 
He (9) gra P(6) fp (9) (9 ze Om) 
per la quale: 
Haren): 


Analogamente si dimostrerebbero nulli tutti i determinanti degli ordini accennati. Ora 
se trasformiamo la forma quadratica p, mediante una sostituzione lineare qualunque: 


Um hen with, ten lei 
in un altra: 


Mir Gr 3 
la quale contenga i soli quadrati delle nuove variabili, si avranno le: 
(9) lr killa th. ke 0, 
Lhe +h hee el ek eg; 
essendosi posto : 


_+ h.,s(öm) 
li x: hoe 9(9,,) à 


i 





li determinante: 
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NE his ba + ban) 


ed i determinanti minori del medesimo degli ordini primo, secondo, .... (n-u-1)esimo 
saranno quindi nulli, e per le (9) dovranno essere nulle tutte le combinazioni a 
„+1 a p+1, ap+2 a p+2... ad n ad n delle quantità q, , q: » ... q, cioè 
dovranno essere : 





dar, ba ns In = 0 
ed in conseguenza : 


2 28 2 
Pm = haut tie. + qu: 

Le trasformate delle forme quadratiche u, v saranno perciò composte anche in questo 

secondo caso di somme di n quadrati di funzioni lineari delle indeterminate x, , 2, ... x 


Giugno 1858. 


n° 


Pror. F. Brioscur. 
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SULLA RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI DEL QUINTO GRADO. 
HERMITE — SUR LA RÉSOLUTION DE L’EQUATION DU CINQUIÈME DEGRÉ. 
Comptes Rendus —. N. 44. Mars. 1858. 





1° In una nota « Sulle equazioni del moltiplicatore ec. » inserita nel 3° fasci- 
colo di questi Annali abbiamo dimostrato che le radici quadrate delle radici della 
equazione del moltiplicatore corrispondente ad una trasformazione d’ordine n primo, 


il SÒ 
quantità Ay, Ay... . A,_.. Considerando 


2 





1 1 n 
si ponno esprimere linearmente per 
per ora in particolare l’equazione del sesto grado : 

(1) Rt ae 4 a, Zt tr... 2 rel 


corrispondente alla trasformazione di quinto ordine, ed indicando con 2, , 3, . .. 2g le 
radici della medesima si avranno le : 


| = a A,V5 ? V2. = Ào sa DE am À, ’ Vas > A, we fe «A, Fr ahA, 
(2) 


Veg Ao te A +A, , VasAotoA1+@2A,, 126 = Ao + A+ aA, 


nelle quali « è una radice immaginaria dell’equazione 2°—1=0 ; e le A, , A, , A, 
hanno ı valori trovati nella nota citata. 

Se mediante queste espressioni delle radici si formano i coefficienti della (1), si 
ottengono facilmente le relazioni : 


a, = — 104, a, =35A?, az = — 60A° + 10B 
(3) 





a, = 55A'— 30AB, as = —26A°+30A°B—C, ag = 5(A°—B)° 
essendosi posto per brevità : 
A = Aj + A,A,, B= 8A‘ A,A, — 2A7 ATA? + A? A’ — A (A5 + AI) 
(4) { C= 320A° A} AZ — 160A% A} A} + 20A5 AI AI + 6A° AS 
— 4A,(32A} — 20A° A,A, + BAT A3)(A? + AS) HAM + AS. 
Ma è noto che per n= 5 l’equazione del moltiplicatore è la : 
20— 102°+ 3524— 6023+ 552?— 2(13 — 2°k’k?)z +5= 0 
quindi la prima, terza e quinta delle equazioni (3) daranno: 


(5) A414, IT = 
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e le altre sono soddisfatte da questi valori. Dalle precedenti relazioni deduconsi quelle 
che abbiamo date nella nota citata. 
2° Poniamo ora: 


L= (2,7 2,) (23 — 26) (2, —25) ’ tL, = (33 —2;) (2, —2;) (35 — 26) 
(6) 23 = (3, —2;) (25 —2;) (2: —2,) ’ Ls, soi (25 —2,) (26: —2,) (2, — 23) 
\ Ls = (26-21) (22 —25) (23-24); 





ed esprimiamo mediante le (2) i secondi membri di queste equazioni in funzioni di 
A,, A, , A,. Si hanno facilmente le : 


(a, =/5(B,+B,+B,+B,+B,) , «,=5(B,+4B,+2°B,+4°B;-+ «‘B,) 
(7)(x3=y5(B +2 B, +2'B,+2B,+2°B,), 2, =/5(B,-+2°B, +B, +2'B,+27B,) 
( u; —=y5(B,+aB,+@'B,+a’B,+aB,) 
nelle quali B,— 4B e : 
B, = 8A, AG Aj — 16A% ATA, — 2A, A5 — Af + 4A° AS 
Bj = 8A, Aj A} — 16A° A, A? — 2A* A, — AS + 4A? At 
B, = 16A° AS — 16A% At + A; Ad — 4A, A, AI 
B, = 16A° A? — 16A; At + A? AS — 4A, AÏ A, . 
Sia : 
D Hp +... + p,x+ ps = 0 
. la equazione avente per radici le &,, x,.. .%; ; ponendo per brevità : 
P, = B, B, + B,B;, P; = Bi B;} + BB, + By B, + BIB, 
P, = Bi B, + BB, + Bi B, + Bi B; + 3B, B, B; B, 
dalle (7) si hanno le: 
bn op RP PP); 
ma pei valori superiori di B,, B,... rammentando le (4) si ottengono le : 
P, — 2(AC — 3B°), P; = 4B(AC — 5B°), P,=15B'— A°C°+ 2AB°C 
quindi pei valori (5) si avranno le : 


pi= 0, p,—25kk*, mel, py = 20.554. 





Da ultimo osservando che indicando con II(z,, 2,.....%g) il prodotto delle diffe- 
renze delle radici 2,, 2,... si ha: 


I°(2,3 25... 26) = 5°.244 KS RL — Akh)’ 


Tom. I. N°. 4. 1858: 33 
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e che: 
Pi ail; Sai eee) 
si otterrà : 
ps = — 5’y5.2° ki EIA — Ab’ k°); 
e Ja equazione di cui le radici sono le (6) sarà la seguente : 
(ot + 57.29 hk? kr)? — 575.2" ko ka — ARE) (©) 


la quale ponendo : 


2 


x 
HDi 


D 


Lee 


om 


riducesi alla forma : 
joe (1 — Ak? Li 
Ba Ta DA RE pag PRET TER 
(2) N Oh he” 


Le radici x,, æ,... della equazione superiore ponno esprimersi in causa dei valori 


=. 


delle z,, 2, .. . trovati nella nota citata nel modo seguente. Attribuendo aK ed a 


71 


K' l’ordinaria significazione, facciasi © — 2+- ed: 
5 y K 
m= 2 
fis) = ( D =) 
Im» 


si avranno: (Vedi la nota del fase? 3°): 
gr 1 0) 1 lid 
sin Da y bo = n 9 Bai 
Foy?” 7) 705) 
a 4 A (0 À Pde = 1 Io --6 17. 1 o +8 
n= als) AT) * 70) 


per cui ponendo : 
{o +2 jo +8 w +4 .fo-+6 
NS) 


Flo) = | (5) — 5 5" 
F(o) , rh 












































risulteranno : 








AUS 4 F I 8) 
Po) Po) ‘(wo + 8): 


Da queste si deducono analoghe espressioni per le radici 9, , 9,... della (8). 


(*) In una nota ad un articolo « Sur la résolution de l’équation du quatrième degré » pubblicato 
nei Comptes Rendus del 12 Aprile 1858. il Sig. Hermite riferisce le cquazioni del moltiplicatore per la 
trasformazione d’ordine quinto, settimo, ed undecimo; ed anche questa equazione calcolata dal Prof. 
Joubert. 
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3° La ottenuta risoluzione dell’equazione (8) conduce a quella di una equazione 

qualunque del quinto grado. Infatti è noto (*) avere il Sig. Jerrard dimostrato es- 
sere possibile di ridurre una equazione del quinto grado alla forma : 


4° 
(9) 6 —-0 — a — 0; 
2 
se quindi il modulo k corrispondente alle funzioni K, K', si determina in modo che 
risulti : 


(10) (1— 4k° k°)° = 2ak? k° 


la (9) viene a coincidere colla (8). Dunque assumendo pel valore di k una qualsi- 
voglia delle radici dell'equazione (10) e sostituendo il medesimo ed il valore corri- 
spondente di » nelle espressioni : 
warn 1 F°[0 + 2(r — 4)] 
"Tal TPP E P(e) 
si otterranno le radici dell’equazione (9) alla quale può ridursi ogni equazione del 
quinto grado. 


’ (ao) 





Giugno 1858. Pror. F. Brioscur. 
(*) Jerrard — Mathematical Researches. Hamilton — Report of the sixth meeting of the British 
Association — Serret — Cours d’Algèbre Supérieure — Note V. 
SRE EE 
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SULLE FUNZIONI BERNOULLIANE ED EULERIANE. 
RAABE — HATHEMATISCHE MITTHEILUNGEN. — fasc. 4. pag. 51 — fase. 2. pag. 117. 








1° È noto che i coefficienti A, , Az... della prima delle due serie trigonome- 
triche : | 
t ce, AT A30° Axx? + Te = È > Tv 
ang. = Ta 113 15 15 5 
AN 
sec.x == 4 + D nm ee Lola 


hanno coi numeri Bernoulliani B, , B,... la relazione: 





B Zr 
r= PE Er 1) ATTO. = 
Il Prof. Raabe (*) ha denominato Euleriani ed indicato con E,, E,... i numeri 
che hanno coi coefficienti A, , A,... della seconda serie la relazione : 


ESA 


I coefficienti A ad indice dispari, e quindi i numeri Bernoulliani, possono esprimersi 
in funzione dei coefficienti A ad indice pari cioè dei numeri Euleriani , osservando 
che dal confronto dei coefficienti delle stesse potenze di x nelle identità (**) : 


d sec.x 





tang.X = cos.x ’ tang.X = sen. sec.X 


si hanno le: 


2r—1 2r—1 Arad 
REI (herbes tan (in 


dr 1 Or A a Ir—1 Pe. 
Ar = Kae us. (a) a SODO +(—1) ( 9 Je 1) 


essendo : 
STI IIs | 
r/) Trll(s==r) 


e queste sottratte, le seconda dalla prima, danno fra ı numeri Eulerianı la relazione: 


be Ir Ir re Ir Fon 2 
B.— (7 JE. + (ie — RTE EE +(—1) = 0; 


(*) Giornale di Crelle —. Te. 42. « Über die Bernoullische Function » pag. 366. 
(**) Idem. — Schlömilch. — Développement d’une formule etc. — T°. 32. pag. 360. 
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alla quale, ponendo : 








E 
at (eel et 
può darsi la forma : È 
(1) e di e,_ı ax e,—2 are €, 1 a () 
TERN Hie ao Tr 
Pei numeri Bernoulliani ponendo : 
| Ba, 
bo == (— A); . 
ens ) II2s Li 
si ha la analoga relazione : (*) 
b b b 1 
2b, — — inn Pe + —— = 
DETTAMI) Tgr opera 
Se indichiamo con A, il determinante : 
are OS! Te a LTE 
a, a, 1 0 0 


UG EU 1 


(a eee ee 


supponendo per brevità di serittura a, = , dalla formola (1) deducesi : 


I12s 
esi 1A Ore quindi E 1127 A7 


Questa forma di determinante conduce anche alla seguente rappresentazione dei nu- 
meri Euleriani : : 
Im di 1a dr 
Re 


i= ie Shea ee ma 
E, rY(—1) eat ae a, a, 


r 
il segno sommatorio dovendosi estendere a tutte le soluzioni intiere positive o nulle 
della equazione : 

qx + 29, + 393 +... + rg. =r 
ed m=q, + 4. +..:+q,.. Una espressione di questa specie pei numeri Ber- 
noulliani è dovuta al Sig. Fergola (**). 


(*) Giornaie di Crelle. — Dienger — Die Lagrangesche Formel etc. T°. 34. pag., 91. — Maimsten 


Sur la formule etc. — To. 35, pag. 60. — Annali di Tortolini. — Bellavitis —Sulle serie di numeri etc. 


— To. 40, pag. 121. 


(**) Sopra lo sviluppo della fuuzione ar etc. — Memorie delia R, Accademia delle Scienze 
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2° Se si moltiplicano fra loro membro per membro le equazioni : 








2 7 
x x x at 
een == 1 —— B — —— B, — re > T x — Ir 
sa, eee tea mtr (26 > > ) 
eux ak m” = af 3 E ef 
nenn -—— à NET Si cS 
x TO) 


Bray 


ollengonsi per i coefficienti di ©” ed x nel secondo membro dell’ equazione ri- 


sultante le espressioni : 





na ee at Ne dir re (— 1) ar 
rar 2 m’ + à 1 JB — x ; Jeu er. B,m 
1 me RENE PE | . Af2r+1 
LE ER ne air, si aan Bim a SS 
rl) ST, A eo u JB AMI Een 
(Ay /2r +1 Ab 
ca Ir 2r—1 rc 


ma il prodotto dei primi membri essendo eguale ad: 
4 Lu e” = e?* ait ses errtı)% 


ed i coefficienti di 2°" ed x°' nello sviluppo di questa espressione essendo ordina- 
tamente : 


1 ER By be 
Te ae eu ) 


ar 


1 92r+1 parry eher ; 
N(2r + a È pà; ÿ te ) 


ne risulta che ponendo : 
B'(2) pes 4 aa ar she 322 + o = (x re 1e 
B(x) = 4 als 92"+1 di Qari ee ad (x ia sb) bee: 
si hanno le: 


i gati 1 n 4 /2r RE (= 4)! Ir 





2r darsi 
gato Mali VET] 5 (— A) ar 2 
20) reger + 1 Le DEN en oa) Ba 


Le funzioni B'(x), B(x) sono quelle denominate dal Sig. Raabe funzioni Bernoulliane. 


di Napoli, Vol. 2. 1857. — Intorno lo sviluppo di questa funzione si occuparono l’Eulero nel Cape. Vil 
del Calcolo differenziale; ed il Profe. Genocchi nella nota « Sulla espressione generale dei numeri Ber- 
noulliani » Annali di Tortolini To. 3°. pag. 395. 


er. 
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Analogamente considerando gli sviluppi delle funzioni : 


tx 
sa 7 ent u. etam_— 1)% 
ae | 
il prodotto delle quali è eguale ad : 
1 ze! e” + ez” a ER et2n—1)a 


dimostrasi che per le espressioni 
E"(x) = 4 — 27 + 3 —... + (2x — 1)”, 
E'(x) — 1 — 92?" = as whet ANS + (2x — ees 


denominate dal Sig. Raabe funzioni Euleriane, sussistono le equazioni : 


9 Ir 
22"+1 E'(a) = (4x — 1)” — UT — 1)” + (exe SM 


Ria 1) 


2r+1\_ 
2?"72 E'(a) — (40 — 1) — ( Hi Ba SA 
a Ir , D2(r+1) ORE) 
+ (1) ( Ri ZE — 1) + (—1) nn B,_, 


Il Prof. Raabe nella memoria del T° 42 del Giornale di Crelle e nelle recenti citate 
sopra ha trovato molte interessanti proprietà di queste funzioni. Notiamo fra esse le 
seguenti : 
ar ! \ II al ¢ n I 

E"(x) = 2?” $Bi(@ + 4) — B'(x)!, E'(x) = B(2a) — a2 Bia) 
le quali legano fra loro le due specie di funzioni; e le quattro altre : 
211(2r) "= sen 2nrx 
(Ar) ee rast nt i 


.21I(2r) "=e sen 2(2n— 1)rx 


B'(x) = (1) 





E (a) = (—1)’ 








parti Foe PL el) 
l . 2II(2r + 1) "=" cos 2nra vb 
LV) — EMI a Te no dA IRE A 224} A PI 
B( ) ( : ) (Oz 2 nt? > ( ) or +2 9 
; wy 2II(2r4+1) Ze cos 2(2n—1)rx © | 221 
ale CAI ee e ee hg? Da 
T wat {(2n—1) 2r + 2 


dalle quali per formole note si passa alla rappresentazione di quelle funzioni col mezzo 
d’integrali definiti. 


Luglio 1858. Pror. F. Brioscur. 
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pag. 129 lin. 15. 
„2 4 fa 2 de dg 2 dg 2.49 » dg dg 
Vide, | ada ge I (= ta, et, a) 


pag. 131, lin. 3 
20, 1, = (n—2t)6 + m Qo, in Mp ++ don —=(N—2t)i+m 


PURA ED APPLICATA. 265 





PROPRIETA’ DEI CENTRI CONJUGATI PRINCIPALI E DEI PIANI PRINCIPALI 
CONJUGATI, DEDOTTE DALLA CONSIDERAZIONE DEGLI ASSI DEI PENNELLI 
LUMINOSI, ED APPLICAZIONE DI ESSE AL CALCOLO DEGLI STROMENTI 
OTTICI COMPOSTI DI PIU LENTI DELLE CUI GROSSEZZE 
SI DEBBA TENER CONTO. 

NOTA 


DEL PROF. ©. F. MOSSOTTI. 





o I 


Nell’estratto ragionato, che il Professore Cattaneo ha dato in questi Annali delle 
prime due Parti della mia Memoria sulla Teoria degli stromenti ottici, leggesi il se- 
guente passo : « Queste applicazioni » eioè quelle fatte alla spiegazione degli effetti 
ottici fra alcuni degli stromenti più in uso « lasciano però desiderare che, come, sulle 
» prime, nella teoria delle lenti semplici aveva VA. preso a calcolo anche le gros- 
» sezze delle medesime, così, anzi che trascurarle di poi, avesse cercato quale in- 
» fluenza essa abbia, e ne’microscopi e nei cannocchiali e nel micrometro a doppia 
» immagine. » In seguito il dotto Estensore ha indicato come l’impiego dei punti 
principali considerati da Gauss servirebbe all'oggetto, ed ha arricchito le sue osser- 
vazioni col notare delle nuove proprietà dei punti medesimi, e col far conoscere lesi- 
stenza d’altre coppie di punti che godono di proprietà analoghe. 

Questo desiderio manifestato dal detto Professore, e quello nato in me di dare 
miglior compimento alla mia Teoria, hanno richiamato la mia attenzione sui punti 
detti da Gauss principali, e mi sono provato a tentare, per mezzo della considera- 
zione degli assi dei pennelli luminosi, una deduzione più semplice della loro esistenza, 
ed un’interpretazione più esplicita della loro natura. I risultati delle ricerche fatte for- 
meranno il soggetto d’un Appendice da pubblicarsi col seguito della Memoria , frat- 
tanto spero che non sarà discaro al lettore di questi Annali di conoscerne fin d’ora il 
contenuto. 

) 


se 


Deduzione dei centri conjugati. 

La proprietà che serve a definire il raggio che costituisce lasse d’ un pennello 
luminoso che attraversa una lente è espressa (*), usando delle stesse denominazioni 
della Memoria che sono pure state conservate nell’Estratto di questi Annal:, da 

cos Y, cos Y, cos Z, cos Z, 


a i 5 e —— 
(1) Vv, Vo Vv, Vo 








(*) Vedasi l’articolo 3 del Capitolo If, Parte II della Memoria. 


» 2} 
Tony T.IN°. 5.1858. 34 
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cioè è quel raggio che entra ed esce dalla lente parallelamente a se stesso, se la 
lente è immersa in uno stesso mezzo, ovvero si rifrange come se passasse da uno 
ad un altro mezzo attraverso una superficie piana perpendicolare all’asse centrale, se 
la lente è interposta fra questi due mezzi. 

Eliminando colle premesse equazioni cos Y, e cos Z, dalla seconda delle equazioni 
(8) e (9) date all’articolo 3 del Capitolo III, Parte I, (*) avremo per la determina- 
zione dell’asse del pennello le seguenti 


1 
CSI Piz, + (PA — 1,0% 


Vo Vo 


(2) 0 Taba Par Er (pie bs 1) 








ovvero, ponendo per cos Y, e cos Z, i loro valori, che, nella supposizione che il 
piano delle coordinate x, y passi pel punto radiante, sono date da 


Ya Yo 2; 








SDS 2) eng costi? 
quest’altre due + 
Pi + — —— (PA — Any 1 (pe) — 1)y pt __ 1 (P— 4)!z, = 0 
7 A IA RE MATE 73 


La seconda di queste equazioni, eccettuando il caso che il valore di A, annulli il 
coefficiente, esige che sia 2,— 0; e ci mostra che l’asse del pennello sta nel piano 
passante per l’asse centrale, e pel punto raggiante : ponendo poi 


PA_ 1 
(3) = PU 
la prima prende la forma 
DA lo 
(1 ar = A, To ’ 
dalla quale si ricava 
(4) pen 
di a lg ae 


Nella figura 1°. riportata in fine di questa Nota, simile a quella data nell’articolo 3° 
del Capitolo II, Parte Il, conduciamo dal punto raggiante R al punto è, pel quale 





(*) Le equazioni (8) e (9) non sono citate sotto la stessa forma nell’ Estratto, ma si ottengono di- 
rettamente ponendo nella seconda equazione della pagina 53 per le « le loro espressioni date dalle (4) 
nella pagina precedente di esso, e sono 


(2) cos Y os Y; cos Yo 
(a) = Pig tri e, aly ; 


Vo Vi Vo 





e due equazioni simili si ottengono cambiando le y in z, e le Y in Z. Abbiamo riferito queste equazioni 
perchè avremo più volte occasione di farne uso. 
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l’asse del pennello penetra nella lente, la retta Ri, che prolungata incontri |’ asse 
centrale IJ nel punto K,. La similitudine dei triangoli IK,R, coKo ci darà la pro- 
porzione 

IR: e,¢: == 1K, :cK,, 
tal che essendo IR = y,, Cot = y, almeno nei limiti d’approssimazione entro cui 
sono rinchiuse le formole (2), ed IK,— A,+ ¢,K, , dal confronto del valore di ¢,K,, 
che si ricava da questa proporzione , con quello di J, , che si deduce dalla prece- 
dente equazione, rileveremo dover essere c,K,== I, . | 

Il raggio rappresentante l’asse del pennello che parte dal punto raggiante R ha 
dunque la sua prima parte incidente così diretta , che taglia lasse centrale in un 
punto K, distante dal centro di figura della superficie anteriore della lente di una 
quantità eguale ad Z, . Siccome questa quantità, dataci dalla formola (3) è soltanto 
funzione degli elementi fisici e geometrici della lente, e dei mezzi con cui è in con- 
tatto, ed è indipendente dalla posizione del punto raggiante R, perciò conchiuderemo 
che qualunque sia la posizione di questo punto, quello d’intersezione della porzione 
incidente dell'asse del pennello luminoso coll’ asse centrale della lente cadrà sempre 
nel luogo K,, vale a dire, le parti incidenti degli assi dei pennelli luminosi, che 
partono dai varii elementi dell’ oggetto , prolungate , passeranno tutte per lo stesso 
punto K, . 

Consideriamo ora il corso retrogrado del raggio rappresentante la porzione eon- 
vergente dell’asse del pennello luminoso, di modo che questo raggio parta dal fuoco 
F, coniugato di R, corrispondente alle coordinate y, 0 e A, ed entri nella lente pel 
punto della superficie opposta L,c,L,, segnato e nella figura, e le cui coordinate in- 
dicheremo con y, e z,. Pel corso di questo raggio le equazioni corrispondenti alle 
(2) saranno giusta quanto fu detto all’articolo 6° del Capitolo IV, Parte I, 


Y, È : 
D—— Php (PP 1), 0=— PP: pan Sh, 


dalle quali eliminando cos Y, e cos Z, colle formole 


Ve EEE ’ cos 1, — ——, 
A AR 


I 


COS 


ed invertendo gli indici superiori ed inferiori delle P, ciò che è lecito per quello che 
fu detto nell’or citato articolo, dedurremo (*) 
1 1 1 


{pa EL pu) A} y, — pay (4) (LE LES 
| i v A | = 1) Ja Vv, DE À 2 Ly à Pi as (Mes af. de 1) n : 











(*) Vedi le equazioni (10) dell’Estratto. 
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equazioni le quali ci dieono che il raggio rappresentante l’asse della porzione emer- 
gente del pennello incontra la seconda superficie della lente in un punto situato nel 
piano delle coordinate x, y, e che posto 


(4) 
(6) I, = Im 
l’ordinata y, del suo punto d’incontro colla detta superficie è data dalla formola 
(6) y= poy 
A+ |, 


Questa formola è simile alla precedente (4), e confrontandola col valore di ce, K, , 
che si deduce dalla proporzione 
JE Ce = JR, oC Ke 

risultante dalla similitudine dei due triangoli EK,J eK,c,, che si ottengono col pro- 
lungare per indietro la porzione emergente dell'asse del pennello sino ad incontrare 
l’asse centrale in K,, ci mostra che è c,K,=/,, e che per essere J, indipendente 
dalle quantità relative alla situazione del punto raggiante R, tutte le porzioni emer- 
genti degli assi dei pennelli partiti dai diversi punti dell’oggetto concorrono virtual- 
mente nel punto K, . 

Se col mezzo d’una lente sussidiaria si concentrano nel punto K, i raggi emanati 
da un punto luminoso situato sull’ asse centrale della medesima , indi si colloca la 
lente che serve alle nostre considerazioni, Fig. |, in modo che il suo asse centrale 
coincida con quello della prima lente, e che il suo punto K, si sovraponga al punto 
K, di riunione di detti raggi, si rileva da quanto è stato detto nell'articolo 3° del 
Capitolo II, Parte IT, sul centro ottico (*), e da quanto è stato teste dimostrato , 





(*) La determinazione del centro ottico di una lente, che forma il soggetto del citato articolo, può 
conseguirsi, in un modo più conciso, e conforme alle considerazioni su cui s’ aggira questa Nota, dalle 
equazioni (a) riferite a piè di pagina del numero 2, omettendo quelle relative al piano delle x, z che spa- 
riscono per essere z, e cos Z, nulli. Quelle equazioni nel caso dell’asse d’un pennello pel quale deve sus- 


u 


sistere la condizione (1), prendono la forma 
( 2) cos Y, 1 2 cos Y, 
va = PO y, + PY oa, o=P! y + (po) 1) 
Si elimini da queste cos Y,, e si riduca il coefficiente di y, col mezzo della (3) del Capitolo IV, 

Parte I, e si otterrà 

Poi vl, 
dg jb) Hz a. o 
Se ora nell'equazione rappresentante il corso della porzione interna dell'asse del pennello, che è 





sentare 
Sara a, — 2 æ + Yi» 


poniamo y = 0, per avere il valore 2' dell’ascissa x in cui esso interseca l’asse centrale, ed osserviamo 
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ehe i suddetti raggi, penetrati che siano nella lente in considerazione, anderanno tutti 
a passare pel centro ottico della medesima ed usciti dalla superficie opposta s’incli- 
neranno in modo d’aver per fuoco virtuale il punto K,, vale a dire, il centro ottico 
C sarà il fuoco conjugato del punto K, rispetto alla superficie rifrangente L, c, Lo ; 
attraversata dai raggi incidenti, ed il punto K, il fuoco virtuale di C rispetto alla 
superficie rifrangente L, €, L, attraversata dai raggi emergenti. Un effetto simile ma 
in ordine inverso si otterrebbe se i raggi emanati dal punto luminoso fossero diretti 
al punto K, per mezzo della lente sussidiaria interposta sul loro cammino, avanti di 
penetrare nella lente che consideriamo : l’ immagine del detto punto sarebbe prima 
formata nel centro ottico C, indi virtualmente nel fuoco coniugato K, . Per evitare 
d’estendere al di là dei giusti confini queste analogie degli effetti prodotti dall’azione 
della lente sui raggi partiti da un punto luminoso, ed in seguito concentrati in K, 
ovvero K,, con quelli che la. stessa azione produce sui raggi rappresentanti gli assi 
dei pennelli luminosi provenienti dai vari elementi d’un oggetto, giova tener presente 
che quantunque questi raggi siano riuniti realmente e poi virtualmente nei punti C 

K, ovvero C e K, pure non produrrebbero come quelli emanati dal punto lumi- 
noso un'immagine, perchè i raggi costituenti gli assi dei pennelli luminosi, avendo , 
ciascuno, un'origine diversa, come originati in punti diversi dell’ oggetto , apparter- 
rebbero a sistemi d’ondulazioni eterogenee che interferirebbero in gran parte fra loro, 
e non genererebbero tutt'al più che qualche luce confusa (*). 

I ragionamenti fatti fin qui suppongono, come viene rappresentato nella Fig. I°., 
che la lente sia convesso-convessa e sottile, vale a dire, parlando analiticamente, che 





che, æ, ed x, dinotando le ascisse corrispondenti alle ordinate y, ed y, , si Fe prendere, nel grado d’ap- 
prossimazione in cui stiamo, x, — x, = h, , troveremo 


FCR 
(b) X ET, Ay. 
Questo valore di x’, essendo indipendente dalle coordinate A, ed y, del punto raggiante, ci prova che, se 
la, lente è investita da più pennelli procedenti da punti luminosi diversi, tutti gli assi di questi pennelli 
intersecano l’asse centrale in uno stesso punto che è il centro ottico della lente. 

Il valore di x’ ci dà l’ascissa del centro ottico preso dal centro di figura della superficie anteriore 
della lente. Volendo avere l’ascissa x’ presa dal centro di figura della superficie posteriore si osserverà 
che è "= x’— A,, e quindi si troverà 

? L 
= RT. les + 

(*) Il considerare separatamente i raggi emanati da ciascun elemento dell’ oggetto come componenti 
dei pennelli distinti, ed esaminare il corso dei loro assi successivi è cosa assai importante nelle teorie 
dell’ottica, come lo comprova la semplicità con cui abbiamo dedotto le proprietà degli stromenti ottici 
dalle equazioni segnate (6) alla pagina 53 dell’Estratto, nelle quali non appariscono come variabili le coor- 
dinate del punto d’emanazione dei raggi e quelle del punto d’incidenza. I primi scrittori d’ottica che im- 
piegavano invece le coordinate di quest’ultimo punto e le direzioni dei raggi sono caduti talvolta in di- 


mostrazioni confuse, e deduzioni erronee. Vedasi anche la nota dell’articolo 7, Capitolo. II. Parte IT della 
Memoria, 
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sı abbıa 


(r) pio pre) 


1 © n) 
h<— — e rara > 
hohe 3 Pı 


nel qual caso le distanze J, ed J, ottengono valori positivi, ed i punti K, e K, sono 
situati nell’interno della lente. Le posizioni dei punti K, e K, risulterebbero però di- 
verse a seconda che una o due delle tre relazioni (r) non fossero soddisfatte. Senza 


ossia 


discutere i vari casi che si possono presentare, ciò che ci devierebbe troppo dal no- 
stro scopo, sceglieremo per esempio quello in cui le quantità p, e p3 rimanendo ne- 
galive, la funzione P sia di valore positivo, cioè che la lente sia sufficientemente 


-(- 7 
h,> — — ci dl 
VU, P3 Pr 


In questo caso i valori di J, ed /, risulteranno negativi, ed i punti K, e K, saranno 


grossa da avere 





situati al di fuori della lente, come nella Figura I., nella quale le linee corelative 
sono marcate colle stesse lettere che nella Figura T. 

Dalla detta Figura I. si rileva che se esistesse in uno dei due punti K, eK, 
un elemento luminoso per se stesso si produrrebbe un'immagine reale del medesimo 
nell’altro punto. 

Da quanto abbiamo esposto chiaro apparisce che i punti K, C, K, oltre alla par- 
ticolarità di poter divenire, secondo i casi, fuochi conjugati reali o virtuali d’un ele- 
mento luminoso situato in uno di essi, o d’un’immagine dello stesso elemento pene- 
trata nella lente dal di fuori, godono la proprietà caratteristica d'essere, in ogni caso, 
i. punti di reale o virtuale concorso delle tre parti degli assi dei pennelli, che, par- 
lili dai vari elementi d’un oggetto posto ad una lontananza qualunque, ma ad una 
distanza dall'asse comparativamente molto più piccola, investono una lente. Il punto 
K, è il luogo di concorso delle parti incidenti degli assi dei pennelli, il punto € 
quello delle parti interne, ed il punto K, quello delle parti emergenti: per tale mo- 
tivo dando a questi punti il nome di centri, conseryeremo al punto C il nome co- 
munemente usato di centro ottico, ed indicheremo i punti K, e K, con quello di 
centri conjugate principali (*). 





(*) Questa denominazione ci sembra più espressiva di quella di punti principali introdotta da Gauss, 
ia quale non enuncia alcuna proprietà dei punti suddetti. 

A questo proposito osserveremo che la proprietà d’intersecarsi, realmente o virtualmente sull’asse cen- 
trale in tre punti consecutivi, è comune, ciò che forse non è stato ancora avvertito , a tutti i sistemi di 
raggi pei quali cos Y, : cos Y, e cos Z, : cos Zo hanno un rapporto eguale e costante; e che al sistema, in 
cui questo rapporto eguaglia v,: vo va unita un’altra proprietà caratteristica, ed è che i piani perpendico- 
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3. 
Piani principali conjugati. 


Un'altra proprietà notevole dei centri conjugati si è, che, condotti per essi due 
piani poKoPo» p,K,p,, Figura I°. e IT°., perpendicolarmente all’asse centrale, la por- 
zione incidente Ry d’un raggio qualunque, e quella emergente »,E dello stesso rag- 
gio incontrano respettivamente questi piani in due punti situati sopra una retta pa- 
rallela all'asse centrale. 

In fatti le due equazioni della porzione incidente del raggio passante pel punto 
d'incidenza, essendo , nei limiti adottati d’ approssimazione , in cui si può prendere 
COS XX — 1; date da 


y — yı= (x — x,)cos Y, , 2 — 2,— (2 — x;)cos Z, ; 
se facciamo in esse € — x — ly, per ottenere le coordinate del punto d’ incontro 
della detta porzione col primo piano p,K,p,, e poniamo per cos Y, , cos Z, i loro 
valori più volte citati, avremo per le coordinate y e 2 di questo punto 


I 


A 


(0) 


à (2, — 2) : 


YY, +7 (Yi Yo) 5e 24 + 


o (0) 


Ora le due equazioni del raggio emergente rappresentate in generale da quelle se- 
OÙ Ò >) 

gnate (8) nell’Estratto, ci danno, quando. si fa n = 2,e si pone ax — H,= — I, , 

per dedurre i valori delle coordinate y' e 2" del punto d’incontro della porzione del 

raggio emergente, eH, del raggio del secondo piano p,K,p, 








i) 
y= (On = val 05 )yY: CRT (E nl Val Ps )Yo 
Vo Yo 
II 1 : - 
2 = (0% er LO): er, ibe == val PY’)z, 
d oO Vo we = 


le quali, ridotte colla sostituzione dei rispettivi valori di Q e Q, somministratici 
dalle (5) dell’Estratto, e col mezzo della prima delle (7), prendono pure la forma 


tati l, | mo lo 
LA ire en SORA TIR 


lari all'asse centrale e passante pel primo ed ultimo dei tre punti d’intersezione tagliano un raggio qua- 
lunque d’un pennello in due punti situati sopra una stessa parallela all’ asse centrale; proprietà notevole 
scoperta dal Gauss, che dimostreremo nell’articolo seguente, e che è tanto utile nelle applicazioni. Il nome 
di centr? conjugati, dato dal Sig. Biot, ai due punti d’ intersezione coll’asse delle porzioni incidenti ed 
emergenti dei raggi del sistema, in cui il detto rapporto è eguale ‘all’unità, non appartiene quindi esclusi- 
vamente ad essi ma è applicabile ai punti analoghi di tutti i sopra indicati sistemi di raggi, e I’ epiteto 
principali serve a distinguere i due punti spettanti al sistema considerato da Gauss, che godono di mag- 
giori e più utili proprietà. 
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dunque avremo 
I ! Il „| > 
Y == y > ya 3 


mostrandoci così ehe i due punti determinati appartengono ad una retta parallela all 
asse delle a, ossia all’asse centrale. 

Nelle Figure I°. e II°. le rette mm, ed nn, marcano respettivamente le parallele 
su cui stanno le intersezioni dei raggi Ryp, E, Rw, E laterali all'asse del pennello 
RiCek. 

Ai due detti piani condotti perpendicolarmente all’ asse centrale pei due centri 
conjugati principali, e che sono rispettivamente intersecati da un raggio qualunque del 
pennello luminoso in punti egualmente situati su di essi daremo, ad imitazione del 
Gauss, il nome di piani conjugati principali, o semplicemente di piani principali. 


4 


. 
” 


Determinazione della lunghezza focale di una lente fittizia, da sostituirsi 
alla reale, mediante la quale si riduce più semplice il calcolo 
degli effetti d’uno stromento ottico. 


Se s’ immagina che spariscano tutte le parti della Figura I’. o I°. spettanti alla 
forma della lente, e che i due piani centrali coniugati P,K,p, , p,K,p, vadano a riu- 
nirsi col piano cGe condotto pel centro ottico perpendicolarinente all'asse centrale, e 
che questo piano rimanendo parallelo a se stesso passi alla distanza del punto rag- 
giante R a cui sta il piano poKoPo nel caso reale, e si suppone inoltre che , nel 
luogo ove è venuto a collocarsi il piano p,Cp, , esista una lente di grossezza tra- 
seurabile, dotata d’una lunghezza focale 9, che soddisfaccia all’equazione 

3 1 1 
(+) 09 vp(A+b) 
simile a quella segnata (7)" nell’articolo 2 del Capitolo II, Parte II, che vale rigo- 
rosamente per una lente infinitamente sottile (*) è chiaro, che in tale ipotesi l’asse 
del pennello luminoso entrerà ed uscirà da questa lente percorrendo una linea retta, 
se la lente è immersa in uno stesso mezzo omogeneo , ovvero , spezzata secondo 
la legge data dall’ equazione (1), se il mezzo anteriore e quello posteriore alla 
lente sono differentemente rifrangenti , e che tanto le direzioni di tutti i raggi del 
pennello luminoso, quanto le posizioni dei punti in cui essi sono intersecati dai 
piani centrali rimarranno eguali come nel caso della lente reale; solo la distanza re- 
eiproca dei due fuochi coniugati R ed E sarà diminuita dell’ intervallo K,K, . Da 





(*) L'equazione citata suppone che ia lente sia immersa in uno stesso mezzo, per cui Si abbia 0,—to: 
se la lente separasse due mezzi differenti, è facile di vedere che prenderebbe la forma 
1 1 1 


Un à v,F Vo Ao 
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ciò ne segue, che se calcoleremo la distanza conjugata A4,+-1,, e le coordinate del 
fuoco coniugato corrispondente alla lente fittizia colle formole (7)" ed (8)", date nel 
luogo sopra citato, impiegando in esse la distanza focale © in luogo di F, e la di- 
stanza conjugata A,— /, del punto raggiante in luogo di A, , indi partendo dal se- 
condo piano principale applichiamo all'asse centrale un ascissa eguale al valore cal- 
colato di A,+ I, , ed all'estremità di quest’ascissa due coordinate eguali agli ottenuti 
valori di y e 2, avremo segnato la posizione del fuoco conjugato spettante alla lente 
reale. Per eseguire questo calcolo non ci rimarrà altro a conoscere se non se il va- 
lore della lunghezza focale 9, da cui l’equazione (7) sia soddisfatta. 

Per procacciarci questo valore assumiamo l'equazione (10) dell’Estratto , in cui 
siasi fatto n = 2, e siansi poste per le Q le loro espressioni segnate (5), pure nel- 
l’Estratto, e, per introdurre le distanze focali conjugate A,+ 4, e A, + I,, serivia- 
mo in essa A,+ 1,— I, in luogo di A,, e A,+-4, — 1, in luogo di A,; la citata 
equazione ci darà 


1 volbo+ 1,)P + PE — vi PE 


A Lem ae A UE AU RA O20" A 
rote by v, VAE PO po) Gx Vol PH 


i 


e riducendo il secondo membro alla stessa denominazione, ed osservando che , colla 
sostituzione dei rispettivi valori di /, ed J, datici dalle (3) e (5), e colle riduzioni 
somministrateci dalla prima delle (7) (Est.). la quantità 

pipa SRE ARE CS PO — PO) 
risulta identicamente nulla, si troverà 


D (PS — vt PU)(A + dy) — 
V:Vo(Ao+ BP Le CLS > d LP) 


€ 


A,+ = — 





ovvero rovesciando un membro e l’altro 


(8) Lie, Pb. v, PO —v1,PY 1 
Ive e nice Tu ELDER SS EDU EACH. is 
Acer PS — v,l,P!{ vo PH — vl, PW! A+ 
Ora si può osservare che la quantità PP — v,1,P , e P?—- v,l,PY’ sono suscet- 


tibili d’essere trasformate in due modi. Primieramente mettendo per J, ed /, i valori, 
e secondariamente facendo uso delle espressioni delle lunghezze focali 


(1) (2) 
P pe 


HER Se IO 
1 Dy nate: 


Fo — 


Mes ali BEDE 

z v,P 
che possono dedursi dalle (22) dell’Estratto. 
Per mezzo della duplice sostituzione ora accennata si trova 


PY —y,1, PY —1— — v,PA(FO + 1), Po —.LP®—1— —v,PÜ (FOL), 
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donde ricavasi 


5 1 
9) VPP + 1) += po 
La precedente equazione (8) diverrà quindi coll’uso di questi valori 
i 1 
= — _____, 
Ex v,(A;+ J,) “ vo(Ao+ Lo) 


la quale confrontata colla supposta segnata (7), ci mostra che la dimandata lunghezza 
focale 9, è data da 


1 


(11) "am 


e perciò, che, in virtù della (8), l'equazione (10) si può anche mettere sotto una 
delle due forme 
sì 1 1 1 

(12) $$ + ——_- = ore 
(Hl) vaste) Hl) Volk) 
Nel dedurre l’esistenza e le proprietä dei centri conjugati prineipali dei piani prin- 
cipali e della lunghezza focale della lente fittizia non abbiamo preso in considera- 
zione che una sola lente, perchè è principalmente impiegando le proprietà dei detti 
elementi relativi a ciascuna lente che il calcolo degli stromenti ottici può essere ab- 
breviato, quando si voglia tener conto della grossezza delle lenti. Non ometteremo 
però di osservare che basta di cambiare all'indice delle P il valore 2, che gli è stato 
dato, nell’indice generale n, che tutte le formole precedentemente trovate, e quelle che 
hanno servito ‘alle loro riduzioni sussisteranno ancora, e saranno applicabili alla de- 
terminazione dei detti elementi per un sistema composto di un numero qualunque di 
lenti. Vedasi anche l’articolo 1 del Capitolo III, Parte HI. 


5. 


Calcolo degli effetti d’uno stromento ottico coll’impiego delle distanze 
dei centri conjugati principali, e delle relative lunghezze focali 
delle lenti fittizie. 


Il vantaggio che porge la considerazione dei centri coniugati principali , e della 
lunghezza focale della lente fittizia, consiste principalmente nel fornirci il mezzo di 
tener conto della grossezza delle lenti nel calcolo del corso di un raggio luminoso 
qualunque in un’istromento ottico calcolando prima il corso dello stesso raggio come 
se le dette grossezze fossero trascurabili, e poi surrogando alle lunghezze focali delle 
lenti ed alle loro distanze reciproche quelle che competono alle lenti fittizie date ne 
precedenti articoli. Per tal modo si viene ad abbassare, come abbiamo visto nell’ar- 
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ticolo 6 del Capitolo II, Parte II, della metà l'indice delle funzioni P, il cui numero 
di termini va elevandosi così rapidamente col crescere del loro indice da renderne 
presto il calcolo impraticabile , e si sostituisce un processo comparitivamente molto 
più semplice. 

Per vedere come ciò succeda, noteremo primieramente che basta gettar l'occhio 
sulla seconda parte della Figura IIT°., nella quale si suppone che i piani principali 
di ciascuna lente dello stromento siano compenetrati con quelli passanti pel centro 
ottico rispettivo, e che l’intiero sistema sia traslocato in modo che il primo dei detti 
piani verso l’oggetto si trovi alla medesima distanza da questo, a cui nel sistema reale 
sta il piano principale anteriore della prima lente, e confrontare questa seconda parte 
colla prima rappresentante lo stromento per iscorgere che le direzioni, che prende 
successivamente un raggio qualunque d’un pennello luminoso, ed i punti in cui questo 
raggio sarà intersecato dai piani principali riuniti per coppie, saranno i medesimi di 
quando operano le grossezze delle lenti. Se quindi, impiegando i dati appartenenti 
alle lenti fittizie, determineremo colle formole (5) e (6) del Capitolo II, Parte II il 
valore delle coordinate del fuoco coniugato dell'intero sistema, questi valori coinci- 
deranno con quelli che si otterrebbero dalle stesse equazioni per le coordinate del 
fuoco del sistema reale, prese partendo dal piano principale conjugato posteriore del- 
l’ultima lente, nel caso che s’abbia riguardo alla grossezza delle lenti. 

Per eseguire il calcolo delle coordinate del fuoco conjugato nel sistema delle lenti 
fittizie, per mezzo delle equazioni (5) e (6), bisogna conoscere quali valori devono 
sostituirsi in luogo delle coordinate A, , Yo » zo del punto radiante, ed in luogo degli 
elimenti 9, , pP. » Pz; e componenti le funzioni Q , al quale oggetto serviranno le 
seguenti rimarche. 

1° Le coordinate y, e 2, rimangono eguali a quelle del sistema reale, la sola 
distanza A, deve essere cambiata in A5+ I, pel sistema fittizio. 

2° Le p con indice pari multiplo dispari di 2, contenute nella serie 


(13) DIGERIRE ene 
essendo, giusta le formole (6) del Capitolo IN, Parte I, proporzionali alle grossezze 
delle lenti, che sono nulle nel caso delle lenti fittizie, le dette p saranno pure tutte 
nulle. 

3° Le p con un indice multiplo di h sono date, giusta le citate formole , dal 
prodotto della velocità della luce nel mezzo che separa due lenti successive multi- 
plieata per la loro distanza reciproca. Se indichiamo con A,, A,, Az... A,, le di- 
stanze dei fuochi conjugati dai centri di figura delle rispettive superficie delle lenti 
nel sistema reale, e con L,, J, , L, . ..l, quelle dei corrispondenti piani principali, 


le prime essendo prese verso |’ esterno della respettiva superficie della lente quando 
La 
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i loro valori sono positivi, e verso l’interno quando sono negativi, e le seconde vi- 
ceversa; è facile di vedere che le distanze reciproche dei piani saranno date da 

Art L+ A,+ D ’ A3+ ls + A, + I, SAT ALTE "a Apia i Dai + Le : 
ma nel caso reale si ha 

At A,= h; ? A3 A,= hs rta Bi A ste A a tag: 
quindi introducendo questi valori, quelli delle p con indice multipli di A componenti 
la serie 
(1 4) Pi > | Pan 

saranno dati da 

(15) va(h3+ b+ La); vlt BH) ©. ©. Van(Mangs + boner + lan): 


In quanto alle p con indice dispari, queste secondo le osservazioni fatte nell’articolo 6 
del Capitolo II, Parte II, non entreranno nelle nostre formole che sommate per cop- 
pie, cioè non avremo a considerare che i termini delle serie 


(16) Pit Ps» Pst Py + Pan-ı + Pansa 
che giusta l’articolo testè citato eguagliano ciascuno il respettivo valore inverso del 
prodotto della velocità della luce nel mezzo in cui passa il raggio uscendo da una 


lente per la lunghezza focale della medesima, ossiano rappresentano i successivi va- 
lori di 











1 1 1 
Vo Pi V4 92 VonQn 
che come abbiamo visto nell’articolo precedente sono espressi da 
1 1 1 
(17) PS nuit wan ia IA mi a 
v,(fı+ Ks vf + 13) Van(fa + Li) 


Ma se noi supponiamo di fare colle citate, formole (5) e (6), il calcolo approssima- 
tivo del fuoco conjugato del sistema reale, trascurando le grossezze delle lenti, dob- 
biamo, come è stato notato nell’articolo 6 testè menzionato, fare le p della serie (13) 
tutte nulle, sostituire alle p comprese nella serie (14) respettivamente le quantità 


(1 4) v,h3 2 vyhs Seno OO 
ed alle coppie delle p con indici dispari, componenti la serie (16), le quantità 
1 1 1 


dunque se nelle formole ottenute col calcolo approssimativo, in cui siano trascurate 
le grossezze delle lenti, cambiamo le quantità della serie (14) in quelle della serie 
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(14), e le quantità della serie (17)' in quelle della (17), otterremo dalle medesime 
formole quelle corrispondenti al sistema fittizio, applicabili al caso in cui si voglia 
tener conto della grossezza delle lenti. 
Facendo pertanto le indicate sostituzioni nelle formole, ritrovate negli articoli 4, 
7 ed 8 del Capitolo II Parte II, spettanti al microscopio semplice , ai telescopi di 
Kepler e Galileo, ed al dinametro e prendendo per A, la distanza dell’ oggetto dal 
primo piano principale del sistema, espresso da A,—+ 4, e per A la distanza dell’im- 
magine presa dall’ultimo piano principale, espressa da A + J, si otterranno le rispet- 
tive formole, nel caso che: le grossezze delle lenti non debbano essere trascurate. 
Noteremo che i valori di /, ed 1, espressi per mezzo dei raggi di curvatura della 
lente e della sua grossezza, non che delle velocità della luce nel mezzo che la com- 
pone, e di quelli che le sono in contatto, si ottengono ponendo nelle formole (3) e (5) 


v Vi 


1——<—u,, SEA 
Vo Vv, 
e poi prendendo 
ug (1 — w,)u, pı ha TERRA (1 — u,)u,p, h, 
DZ Fur 


Upi Uy Pa — U, U h, ; Ur fi U, pa— UU, h, 


Quando la lente è immersa nello stesso mezzo si ha v,= v, ed u,= %,, e quindi 
le due formole precedenti danno 


(1 La u,)P: h, (1 na U;)Po h, 


je pò o> PEZZI 
(0) I 
Pi Pa U, i Pie. ts u, h, 
Terminerò questa Nota col ringraziare il Prof. Cattaneo d’avermi offerto |’ occasione 
di supplire ad un’omissione nella mia Teoria degli stromenti ottici, ciò che parmi di 


aver conseguito non senza qualche novità. 
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SULLE LINEE DEL TERZ’ ORDINE A DOPPIA CURVATURA. 
NOTA 
DEL SIG. PROF. LUIGI CREMONA. 


(Continuazione e fine V. pag. 114.) 


IO kRYoSTI 


15. Qualunque piano tangente alla cubica gobba 2) nel punto di parametro » & 
rappresentato da un'equazione della forma : 


A — 20B + 6°C — AB — 20C + °D) = 0 


ove À è un’indeterminata. Questo piano, oltre al toccare la linea nel punto w, la 
sega nel punto di parametro 2. Sia data la retta : 


IA+-mB+nC=0, VB + mC + nD = 0; 
un piano qualunque passante per essa : 
IA + mB + nC + KIB + mC + nD) = 0 
sega la cubica gobba ne’tre punti, i parametri de’quali sono le radici della equazione: 
lo + mo” + no + k(l'o° + mw + n') = 0 


epperò quel piano sarà tangente alla linea, quando quest’ultima equazione abbia due 
radici eguali. Ora la condizione della eguaglianza di due radici di quell’equazione è 
un'equazione del quarto grado in k; dunque’ per una data retta qualsivoglia passano 
in generale quattro piani tangenti ad una data cubica gobba (38). Questa proprietà 
si può esprimere anche dicendo che una data retta qualunque incontra al più quattro 
rette tangenti di una stessa cubica gobba. Se la retta data si appoggia in un punto 
alla cubica gobba, essa incontrerà al più due rette tangenti, oltre quella che passa 
per quel punto. Se la data retta fosse una corda della cubica gobba, essa non in- 
contrerebbe alcuna tangente oltre le due passanti pe’termini della corda. Ne segue 
anche che due tangenti della cubica gobba non sono mai in uno stesso piano. - Date 
quattro rette tangenti alla cubica , vi sono al più due rette che le segano tutte e 
quattro. 
16. Intorno alla retta fissa : 
A — 6B — h(B — 6) — 0, B — 6C — k(G — 6D) = 0 


che incontra la cubica gobba 2) nel solo punto di parametro 6, s’immagini ruotare un 
piano, l'equazione del quale in una posizione qualsivoglia sarà : 


A — 6B — (hel) (Re coe RG oD) — 0 
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ove 7 è indeterminata. Questo piano incontra la cubica gobba in due altri punti che 
hanno per parametri le radici dell'equazione quadratica : 


DITE (h + lo + kl = 0 


a 


e la retta che unisce questi due punti & rappresentata dalle equazioni : 

A—(h+l)B+HC—0, B — (h+1)C + HD — 0 
dalle quali eliminando J si ottiene la: 

(A — hB)(C — kD) — (B— hC)(B — kC) = 0 

che rappresenta un iperboloide ad una falda passante per la cubica gobba. Dunque: 
se intorno ad una retta appoggiata in un solo punto ad una cubica gobba si fa ruo- 
tare un piano, questo incontrando la linea in due altri punti, la corda che unisce 
questi due punti genera un iperboloide passante per la cubica (11). 

17. Se si scrive l’equazione generale di una superficie del second’ordine e se ne 
determinano i coefficienti, almeno in parte, per modo che essa passi per la cubica 
gobba 2), si trova che l’equazione più generale di una superficie del second’ ordine 
dotata di tale proprietà è : 


5) a(B°— AC) + b(C°— BD) + c(AD — BC) = 0 


ove i rapporti a: b : c sono due arbitrarie indipendenti. Questa equazione rappresenta 
evidentemente una superficie rigata, ed in generale dotata di centro, epperò un iper- 
boloide ad una falda (13). Ne segue che, per un iperboloide , il passare per una 
data cubica gobba equivale a seite condizioni, onde se un iperboloide ha sette punti 
comuni con una cubica gobba, questa giace interamente sulla superficie (15). Le due 
arbitrarie che entrano nella equazione generale d’ un iperboloide , passante per una 
data cubica gobba, si potranno determinare in modo che la superficie passi per due 
punti dati nello spazio, o per una retta che abbia un punto comune colla cubica , 
o per due rette corde della cubica , o per un punto dello spazio e per una corda 
della cubica medesima (16, 19, 20, 24). 
L'equazione 5) può essere scritta così : 


(cA — bA)(cD — aC) + (aB — cC)(cB — bC) = 0 
da cui risulta che le generatrici rettilinee di un sistema si possono rappresentare colle 
equazioni : 
6) cA — bB + XaB— cC) = 0, cB— bC — A(cD — al) = 0 
e quelle dell’altro sistema colle equazioni : 
7) cA—-bB+u(B—5C)=0, aB — cl — p(cD — aC) = 0, 


À e » indeterminate. Se nelle equazioni 6) si pone : 
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A:B:C:D= 0%: 62: 6 : 1 
si hanno le : 
ico’ — bo + Han — c)}= 0, co'— bo + A(aw — c) = 0 


le quali ammettono in comune due valori reali o imaginari di ©. Dunque ciascuna 
generatrice del sistema 6) incontra generalmente la cubica gobba in due punti. All’in- 
contro le equazioni 7) per la stessa sostituzione danno le : 


(co — b)(o +p)=0,. (ao — c)(o +p) = 0 
ammettenti in comune un sol valore di. Dunque ciascuna generatrice del sistema 
7) incontra la cubica gobba in un solo punto. Cioè : quando un iperboloide passa 
per una cubica gobba, questa incontra in due punti ciascuna generatrice di un si- 


stema, ed in un solo punto ciascuna generatrice dell’altro sistema (14). 
La condizione necessaria e sufficiente perchè la quantità 


Co bo A(aw — C) 


sia un quadrato perfetto è un’equazione di secondo grado in 2; dunque vi sono in 
generale due generatrici del sistema 6) le quali sono tangenti alla cubica gobba (23). 
18. Siano &, y i due valori di © dati dall’equazione : 


co — bo + Mao — c) = 0 


cioè i parametri de’due punti in cui la cubica gobba è incontrata dalla generatrice 6). 


Si ha : 
C(x + y) = b —da, ey == — k 


quindi eliminando À si ha la: 
ca + y) — acay =b 


la quale esprime che i punti in cui la cubica gobba incontra le generatrici del si- 
stema 6) sono in envoluzione, cioè i piani passanti rispettivamente per essi, e per 
una stessa corda qualunque della cubica gobba formano un fascio in involuzione (32). 
Se si determinano i piani doppi di questo fascio, essi individueranno sulla cubica 
due punti , e le generatrici del sistema 6) passanti per essi saranno evidentemente 
tangenti alla cubica (23). 

Reciprocamente : se sopra di una cubica gobba si ha un’involuzione di punti, le 
corde congiungenti i punti conjugati saranno generatrici d’uno stesso iperboloide (21). 
Infatti siano x, y i parametri di due punti conjugati; avremo; a causa dell'involuzione, 
un'equazione della forma : 


a(x + y) +Bxy +7y—=0 


ove «, 6, 7 sono costanti. Le equazioni della retta congiungente i punti di parametri 
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x, y sono : 
— B(x + y) + Cay+A—0, — Cie + y) + Day + B= 0 
dalle quali tre equazioni eliminando æ + y ed ay si ha la: 
BCA 
AA 
sO 


che è della forma 5), epperd* rappresenta un iperboloide passante per la cubica gobba. 
Combinando la proprietà espressa in questo paragrafo con quella del paragrafo 16, 
si ha il seguente enunciato : se per una retta che s'appoggi in un solo punto ad una 
cubica gobba si fanno passare quanti piani si vogliano, le ENDE di punti in cui essi 
incontrano nuovamente la curva sono in involuzione. 
19. Siano : 


sN AEST EU NN SE ANZIO 
le equazioni di sei piani; saranno : 
A—iAB=0, C—-1D=0, Eee) 
le equazioni di tre piani omologhi in tre fasci omografici. Da queste equazioni eli- 
minando À si hanno le: 
AD — BC= 0, AF — BE — 0 

equazioni di due iperboloidi aventi la generatrice comune A = B= 0. Dunque il 
punto comune ai tre piani omologhi ha per luogo geometrico la cubica gobba , co- 


mune ai due iperboloidi (27). 
Ora i due sistemi di generatrici del primo iperboloide sono rappresentabili colle 


equazioni : 
PSE SEA ee A—pC=0, sn Nes 
AESISLCMäN ce se A— 1B—0, C—)1D — 
e pel secondo iperboloide : 
DRE na A—uE—0, B — FE = 
DR AISIEMNA ren A—\B—0, E — YF = 0 


e si osservi che la generatrice comune A — B = 0 appartiene al primo sistema per 
entrambi gl’iperboloidi. Se si pone A: B: G: D == 6°: 6°: w : 1 nelle equazioni delle 
generatrici del primo iperboloide, ovvero se si pone A:B:E : F = 6°: 67: 6: 1 nelle 
equazioni delle generatriei del secondo iperboloide, si trova che la cubica gobba in- 
contra in ciascun iperboloide in due punti le generatrici del primo sistema (cioè di 


Tom. 1. N.° 5, 1858. 36 
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quello cui appartiene la generatrice comune), mentre incontra in un sol punto cia- 
scuna generatrice dell’altro sistema (26). 
20. Considerando i due iperboloidi : 
a(B°— AC) + b (C’— BD) + c (AD — BC) = 0 
a'(B° — AC) + d'(C°— BD) + c (AD — BC) = 0 
qualsivogliano fra quelli passanti per la cubica gobba 2), osservo che queste equa- 
zioni sono entrambe soddisfatte dalle : 
cA — bB+XaB —cC)=0,  cB — 60 — XcD— aC) — 0 
ove sia: 
be—b'c 
~ ac—a'c 
dunque due iperboloidi passanti per una stessa cubica gobba hanno necessariamente 
una generatrice comune (25). 
21. Si trasformi la funzione quadratica a quattro variabili A, B, C, D: 

AD — BC 
sostituendo alle variabili medesime altrettante funzioni lineari di altre variabili A’, 
B', C’, D', e si determinino i coefficienti della sostituzione in modo che la funzione 
trasformata sia : 

AD — BC. 
Applicando le formole che il professor Brioschi dà in una sua Nota sulle forme qua- 
dratiche (Annali di Tortolini, giugno 1854), si trova la seguente sostituzione : 


= = NuA'+wB'+ XC + D' 

= RCS Qu'A' er uB'+ IC ait D' 

GC ya eB! + 10+D 

a = MA + pB' + 2C-+ D’ 
o reciprocamente : 

3 = A — 2B — pC + D 

B ’ 

C 

D' 


= — À — 1B— rC + Xu D 9 
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Le quantità a, d, c, d, 2, 2, X, u. sono legate da due sole condizioni : 
1 
(A—2)(u—p') 
per cui la sostituzione contiene sei arbitrarie, fra loro indipendenti. 
Per un sistema di valori particolari di queste arbitrarie otterremo sull’iperboloide: 
AD — BC = AD'— BC —0 


due eubiche gobbe, l’una rappresentabile colle equazioni ; 


ad = bc = 


8) AC B'° nd 0 : BD nil C'? = 0 
e l’altra colle : 
9) AB — C?— 0, c'D'— B’= 0 


a 


oltre poi quella più volte considerata, che è rappresentata dalle 1) o dalle 2). 
22. I due sistemi di generatrici dell’iperboloide AD — BC = 0 sono rappresen» 
tati dalle equazioni : 


dolente na Bio, Coni Bern 0, CG — oD = 0 
Bea Sislelidin «cs ner A— c=0, B — 6D — 0. 
Ora dalle formole di sostituzione risulta evidente che i piani A'—0, B—0,C— 
D'=0 passano rispettivamente per le generatrici del primo sistema: 
A—B=0 A—1B—0 A—1B—0 A—ıB=0 
C-)D=0° C—AD=—0’ C—W=0’ C—1D— 0 
e per le generatrici del secondo sistema : 
A— pG=0- A— pC —0 A—-pG=0. A-uC=0 
B — LD = 0’ B— D —0? es nee (À B — D — 0 
dunque i due sistemi di generatrici dell’iperboloide saranno anco rappresentabili colle 
equazioni : 
1° sistema ho A'— «B= 0, C'— a D'= 0 
a eSIStCINA Vo... A’— yC= 0, B'— yD'= 0. 


Ne segue che fra le tre cubiche gobbe sopra menzionate la 1) e la 8) incontrano 
ciascuna generatrice del primo sistema in un solo punto e ciascuna generatrice dell’ 
altro sistema in due punti; mentre la 9) incontra ciascuna generatrice del primo si- 
stema in due punti e ciascuna del secondo in un solo punto. Cerchiamo in quanti 
punti si seghino le linee 1) ed 8), ed in quanti le 1), 9). 

Per trovare i punti comuni alle linee 1), 8), nelle 8) pongasi 


A:B:C:D = o*: „2: 0:4; 
? 
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avremo le : 
bd(a°—p)(0°—p)(0_-2)°+ e°(°—p)°(0—2)°= 0 
a¢(0?—p)(0®—p!)(o— + bp) (02) = 0 
ossia, posto h = De. = ZUR 
c ac 
(0? —p) [Mo —) (a)? + (0° =p) (o—2!)?] = 0 
(oh (+ (a —p) (o—2)"] = 0 
equazioni che ammettono in comune le quattro soluzioni della : 
10) h(o? —p')(o—2)? + (0°—p)(o—-X)?= 0 
dunque: due cubiche gobbe situate su di uno stesso iperboloide e seganli entrambe 
in due punti una stessa generatrice hanno in generale quattro punti comuni (28). 


Ponendo A :B:C:D= 03: 0°: 0:41 nelle 9) per trovare in quanti punti sì se- 


cao na 
DE u si hanno le: 


(o—2) [K(0î—p)°(0—-2) + (0°—p)°(0—2) | = 0 
(o —2') [K(a°—u)(0—X) + (0°—p)°(o—2) | = 0 
equazioni ammettenti in comune le cinque soluzioni della : 
k(o°—u)"(0—2) + (0? =p)? (0-2) = 0 
cioè: se due cubiche gobbe poste su di uno stesso iperboloide incontrano una stessa 
generatrice, l’una in un punto, l’altra in due punti, esse si segano generalmente in 
cinque punti (28). 

Reciprocamente: due cubiche gobbe aventi cinque punti comuni sono sempre si- 
iuate su di uno stesso iperboloide. Infatti l’equazione più generale di un iperboloide 
passante per la prima delle due linee contiene due costanti arbitrarie; si determinino 
queste in modo che la superficie passi per altri due punti della seconda linea; allora 
questa avendo seite punti comuni cella superficie dell’iperboloide giacerà per intero 
su di essa (30). 

23. Consideriamo sull’iperboloide : 


AD — BC = AD— BC— 0 
un sistema di cubiche gobbe aventi quattro punti comuni. Queste cubiche saranno 
rappresentate dalle equazioni 8) nelle quali si variino le 2, 2, A, ecc. in modo però 


da serbare inalterata l’equazione 10) che dà i punti comuni alla cubica 1) ed alla 8). 
Per maggior semplicità supponiamo che due di questi punti comuni alle cubiche siano 


gano le linee 1) e 9), e posto inoltre k = 
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quelli corrispondenti ad © = 0 e ad © = o, per cui nella (10) si dovrà porre: 
h+1=0, es KA p= bh 

k indeterminata. La 10) diverrà : 
20°— ol + k)( + 2) + 2H = 0 


e poichè i coefficienti di questa equazione devono essere invariabili, le 4, A, k saranno 
legate dalle relazioni : 


(1 +4) +X)= 2a, KI 6 


ove ©, ß sono costanti’ determinate. Quindi nelle equazioni 8) si potranno esprimere 
tutte le indeterminate in funzione di k che rimarrà solo parametro variabile dall’una 
all'altra cubica gobba. Ora osserviamo che un punto qualunque dell’iperboloide, con- 
siderato come l’intersezione delle generatrici : 


A rB—0 4 C0C—-1xD—0; A—yC=0, B — yD — 0 
può rappresentarsi colle equazioni : 
Apa ts Ge DE =: 
Per avere i punti in cui la linea 8) incontra la generatrice : 
A—yC=0, B— yD=0 
pongansi i valorı precedenti nelle 8); si avra: 
(y — p')(@ — 2)°— (y — p)(x — 2) = 0 


ossia : 
11) che — (y + 6)(1 + k)x + «y = 0. 
Siano +, ed x, i due valori di x dati da quest’equazione; sara : 
Lode Li = y + B)(1 + A) 3 = ci 
ak k 


dunque, indicando con M, N quantità soddisfacenti alle : 
ze ay N 
avremo : 
at, %) — Maxx; N= 0 

ossia: le coppie di punti in cui la generatrice A — yO — 0, D— yD = 0 (che 
appartiene al secondo sistema) è segata dalle cubiche della famiglia 8), cioè da più 
cubiche poste su di uno stesso iperboloide, ed aventi quattro punti comuni, sono in 
involuzione (34). 

24. Per avere il punto in cui la cubica 8) incontra la generatrice del primo si- 
stema : 
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A—xB—0, Cc — xD — 0 
consideriamo y come incognita nella equazione 11) : 


__ Ba + kx(B — ax) 

DR TE PTE ITA TL 
Ora cerchiamo il rapporto anarmonico de’quattro punti, in cui la medesima genera- 
trice è segata da quattro linee della famiglia 8), corrispondenti a &=k, , k.,k3, ky 
Tale rapporto anarmonico sarà quello de’ quattro piani passanti per gli stessi punti 
rispettivamente, e per una retta qualunque, per esempio B = C = 0. Il piano pas- 
sante per questa retta e per uno qualunque di que’quattro punti è : 


Ba — yG — 0 
ossia ponendo per y il suo valore : 
Bla — x) — 6C — kiaB + (6 — ax) Gi = 0 


Cambiando la cubica gobba cambia soltanto k, quindi il rapporto anarmonico richiesto 
sarà : 

(k,— k,)(k— ky) 

(k,— k3)(k, — ky) 


quantità indipendente da x. Dunque : il rapporto anarmonico de’quattro punti in cui 
quattro cubiche poste su di uno stesso iperboloide e aventi quattro punti comuni in- 
contrano una generatrice di quel sistema, che è intersecato in un solo punto per ogni 
generatrice, è costante, qualunque sia la generatrice (34). 

25. Dati nello spazio sei punti , siano : 


AD MED 0 REG 0010 


le equazioni delle facce del tetraedro determinato da quattro fra que’punti; le fun- 
zioni A’, B', C, D' s’ intendano moltiplicate per tali costanti che il quinto punto sia 
rappresentato dalle : 

Ab BD 


e il sesto punto sia : 


— CT — = —— 


Allora la equazione de’ due coni di second’ ordine passanti entrambi per questi sei 
punti, ed aventi il vertice l’ uno nel punto A'=B' = C'= 0, l’altro nel punto 
D'= B'= C'= 0, saranno 


a(b—c) ar b(c—a) ne c(a—b) 


d(b—c)  b(c—d) c(d—b) 
A' B' C! atea a + 


Diggita: Bi, > CT 








— 0 ; 
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Posto : 
B = c(b—d)B'+ b(d—c)C'; C= c(b—a)B'+ b(a—c)C 
A 2 I 2 ! 2 
a(b—a)(a—c) — cb(a—d) (c—b)A'+ ac(b—d)°(a—c)B ar ba(c—d)"(b—a)C: 
D 


d(b—d)(d—c) = cbh(d—a)*(c—b)D'+ de(b—a)’(d—c)B + bd(c—a)*(b—d)C' 


le equazioni dei due coni divengono : 
AC — B= 0, BD — C’= 0 
quindi le equazioni della cubica gobba passante pe’sei punti dati sono : 
A:B:C:D = 0°: 0:0: 4. 

26. Si considerino ora le cubiche gobbe passanti pe’ primi cinque punti dati e 

appoggiantisi ad una retta passante per uno di questi punti. Siano 
A’: B: C= a:B: y 

le equazioni di questa retta; tutte le anzidette cubiche saranno situate sul cono di 


second’ordine : 


(6) | Blr—e) rap) _ 


2 ec 
e una qualunque di esse sarà l'intersezione di questo cono e di quest’altro : 
Li OR Ca E I 
si eee ea 


ove z varia da una cubica all’altra. Ciò premesso, passo a dimostrare il teorema : 
quattro cubiche gobbe situate su di uno stesso cono di second’ordine ed aventi cin- 
que punti comuni incontrano una generatrice del cono in quattro punti, il rapporto 
anarmonico de’quali è costante qualunque sia la generatrice. Una generatrice qua- 
lunque del cono 12) è rappresentata dalle equazioni : 


14)  B'—hC=0, ha(6—p)C'+ {B(7—2) + hyla—p)} A'= 0 
h indeterminata. Per determinare il punto in cui questa generatrice è incontrata dalla 
cubica 12), 13) cerchiamo le equazioni della generatrice secondo la quale il piano 
B'— hC'= 0 sega il cono 13); esse sono: 

15) B— h0'= 0, h(6—7)C'+ {6(ys—1) + hy(1—£2)}D'= 0 
quindi il punto richiesto è determinato dalle tre equazioni 14) e 15). Dando a 2 


quattro valori particolari 2%, , 2, , 23, 2, successivamente, otterremo i quattro punti in 
cui la generatrice 14) è incontrata da quattro cubiche gobbe passanti pei cinque 
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punti dati e appoggiate alla retta data, ciascuna in un altro punto. Il rapporto anar- 
monico de’quattro punti è eguale a quello de’ quattro piani condotti per essi rispet 
tivamente e per una medesima retta qualunque, per esempio la C — D'— 0. Le 
equazioni de’quattro piani sono : 
E + 2,D'= 0; (110225, 4) 

ove: 

BA —h)E=hß — 7) C+ (hy — 6)D' 


epperò il rapporto anarmonico in quistione è : 


(21— 22)(23— 24) 
[ea %3)(2— 21) 
quantità indipendente da h, c. d. d. 
27. Il piano osculatore della cubica gobba 2) nel punto di parametro o taglia la 
superficie sviluppabile 3), di cui la cubica è lo spigolo di regresso, secondo la co- 
nica rappresentata dalle equazioni : 


AT293oB + 30 0 © D — 0, (A — oB)’— 40°(B°— AC) = 0. 
Lo stesso piano osculatore taglia il piano : 
B — RC — 0 
secondo una retta, il cui polo rispetto alla conica anzidetta è rappresentato dalle 
equazioni : 
A:B:C:D = 3ho?:0(20 — h):» — 2h:— 3 
dalle quali eliminando » si hanno le: 
2A — 3hB — 3h°C+ 2h’D = 0, h(3C — 2hD)° + AD = 0 
rappresentanti un’altra conica. Ossia : un piano osculatore varzabile di una cubica 
gobba taglia un piano fisso secondo una retta, e il fascio delle rette tangenti alla cu- 
bica in una conica; il polo di questa retta rispetto a questa conica ha per luogo 
geometrico un’altra conica. Per brevità il piano di quest’ultima conica si dirà con- 
giunto al dato piano fisso. 

Se il piano fisso si suppone a distanza infinita, il teorema precedente somministra 
quest'altro : 2 centri delle coniche risultanti dal segare cot piani osculatori d’ una 
cubica gobba il fascio delle sue tangenti sono tutti in una stessa conica. 

L'equazione del piano fisso ora sia : 

16) A— (A +p + )B + (ur + vA + W)C — Aw D — 0 


cerchiamo l’equazione del piano congiunto. A tale uopo osservo che alle equazioni 2) 
si ponno sostituire le seguenti : 
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A:B:C:D=r:r:x:1 








ove : 
A'= À — 3»B + 3»°C — “D 
B= A — (2 +u) B + v(9u + v) C — w’D 
c= À — (2u + v) B+ ua» + u) C — vu D 
D'= A — 3uB + 32°C — 23D 
e inoltre : 
(linee À 
pres 
(ae 
Per questa sostituzione l'equazione del piano fisso 16) diviene : 
B— kC'= 0 
ove : 
Les À — y 
Ae 


epperò l’equazione del piano congzunto sarà : 
2A'— 3kB'— 3k°C'+ 2kD'= 0 


ossia : 
17) À — (+ u v)B + (Vu + E 22)G — XuYD = 0 

ove: 

fn BER ai ea i oe ET UA em 246 

a+) FT Be) 2 — (A+ 4) 
Da queste ultime equazioni si ricava reciprocamente : 

) X'(u' + v)— Qu'v! u(V + À) SIX v'(X + p') — Yu 

== = je ri 


Ire TN Qu) 
onde segue che, se il piano fisso € rappresentato dall’equazione 17), il piano con- 
giunto lo sarà dalla 16). È poi degno d’ osservazione che i sei punti di parametri 
%,2, v5 X, 3, ne’quali i due piani 16) e 17) congiunti l’uno all’altro incontrano 
la cubica gobba, costituiscono un sistema in involuzione. Cioè : se un piano è con- 
giunto ad altro, viceversa questo è congiunto a quello; e à sei punti in cui la cubica 
gobba è incontrata da due piani fra loro congiunti sono in involuzione. 


28. Continuando nell’argomento del paragrafo precedente, pongasi : 
A"= A — 3B + 3v°C — v8D 
B= A — (Qy'+- ».)B + v(Qu'+ v)C— pv'°D 
C'= A — (22 + v)B + p(20+ p)C_ ve°D 
D'= A — 3uB + 32°C — °D 
Tom. I. N°. 5. 1858. 37 
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onde le equazioni 2) si trasformeranno nelle seguenti : 


A": B': C": D'— y?: Vv 








ove on 
Ni (OE n y 
TE 
e l’equazione 19) diverrà : 
B'— IC'= 0 
ove : 
1 ve t 
l= T - 
nai 
ossia le equazioni dei piani congiunti 16), 17) saranno : 
16) B'— KC= 0 17) B'— Ic'=0 


Per un dato valore di » abbiamo nel piano 17) il polo: 
A’: B: C:D'— 3ka?: x(2x — k) : x — 2k: —3 
e nel piano 16) il polo: 
A": BY: C": D'= 3ly*: yy — D) :y — 21:—3. 
Variando ©, questi due poli generano le due linee de’poli situate rispettivamente ne’ 


piani 17) e 16). Le equazioni della retta che unisce i due poli corrispondenti ad » 
qualsivoglia si ponno scrivere così : 


— 2 
= a [4A'+ 3kB'— 64°C'+ 44*D'] + [A'— 64B'+ 124°C'— 84°D/] = 0 
= [SA'— 12kB + 64°C'— KD ] — [A— 64B + 34°C + AKD]— 0 


epperò, variando © ossia variando y, questa retta genera un iperboloide. Cioè: dati 
due piani tra loro congiunti, le linee de’poli in essi situate giacciono sopra di uno 
stesso iperboloide ad una falda. 

29. Siano date nello spazio la cubica gobba 2) e le due rette : 
A—(a+b)B+abC=0, B—(c+d)C+cdD=0 
A—(«+6)B+¢6C=0, B—(y+0)C+y0D=0 

situate comunque l’una rispetto all’altra. Qual'è la superficie rigata generata da una 
retta mobile che incontri costantemente quelle tre linee (direttrici) ? Pongasi per brevità: 


= B—(c+ d)C+cdD E=B—-(„+2)C-+y2D 
H — À — (a + b) B + ab C H= A — (« + 6) B+ «8 C 
F—(a+b)E+H F'— (a + 6) E'+ H 


G=(c+d)H+abE G= (y + 0) H+ 48 E 
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Essendo E=H= 0, E= H'— 0 le equazioni delle due direttrici rettilinee, la ge- 
neratrice potrà rappresentarsi colle : 

E — 1H = 0, E—1H— 0 
purchè si determinino À e % in modo che queste equazioni siano soddisfatte entrambe 
dalle 2) ossia da : 
E:H:E:H= (0—c)(o—d) :o(o—a)(o—b) : (o—y)(@—9) : o(@—«)(o—6) 

onde dovrà essere : 


, _ (one Id 


(0 — c)(0 — d) i, | 


= o(@ — a@)(@— b) al» — a)(0 — 6) 
Le equazioni della retta generatrice saranno per conseguenza : 
ok — «°F + oG — cdH = 0 , A i a + aG'— „Hl — 0). 


Il risultato della eliminazione di © da queste equazioni è : 


KG— KG KF'— KF KE — KE' 
KF’ — KF KE — KE'+ FG— FG GE' — GE|=0 
KE — KE' GE — GE | EF — EF 


ove K = ced H, K= yd H. Dunque il luogo richiesto è una superficie del sesto or- 
dine (57). 

Veniamo ora ai casi particolari. 

1° Sia a=c, cioè la prima direttrice rettilinea si appoggi in un punto alla cu- 


bica gobba : allora si ha À = ria , quindi, posto L = H + bE, si ha l’equa- 
à œ(o — b) 
zione : 
EK dG. dHF— KE — dH 
dHF— K'E —dHE'+ EG— FL — 0 
—dHE EL E 


che è del quinto grado rispetto alle coordinate A, B, C, D (58). 
2° Sia a=c, b=d, cioè la prima direttrice rettilinea si appoggi alla cubica in 


Ira, : 
due punti; allora À = —, quindi si ha l’equazione : 
1) 


H° E'— H° EF'+ HE’ G— yE’H— 0 
che è del quarto grado (59). 
3° Sia a=€, «= y, cioè le due direttrici rettilinee si appoggino ciascuna in 
Gt 0) Oo 


! 


un punto alla cubica gobba : allora dem lc Tg quindi si ha : 


% 
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[dHE'— sH'E]’— [HH + DE) — dH(H'+ BE')] [E(H'+6E') — E(H + bE)]= 0 


equazione del quarto grado (59). 
4° Sa a=c, b=d, «=~y cioè una delle direttrici rettilinee si appoggi in 
G) 


o(o—ß) 





due punti e l’altra in un solo punto alla cubica gobba: allora A=—; X = 
(A) 


> 


e si ha la: 
H°E'— HE(H'-+ GE’) + SE’H= 0 
equazione del terzo grado (60). 
5° Finalmente, se fosse a — c, b=:d, a=y, B —d, cioè se le due diret- 
trici rettilinee fossero entrambe corde della cubica gobba, le equazioni della genera- 
trice sarebbero : 


ok —H= 0, oE'— H'— 0 


da cui eliminando © si ha: 
EH’— E'H=0 
equazione rappresentante un iperboloide (60). 

Nel 4° caso la superficie rigata è, come si è veduto, del terz’ordine. La diret- 
trice rettilinea E — H = 0 corda della cubica gobba ha la proprietà che da cia- 
scun punto di essa partono due generatrici, le cui equazioni sono : 

ET-H=0, (0 — o)H'— «(8 — w)E'— 0 

oE—H=0, (0 — o)H'— «(8 — 0)E'= 0 
ove: 

d(o + 0) — ww — 06 = 0. 
Queste due generatrici, partenti da uno stesso punto della direttrice E = H — 0 in- 
contrano la cubica gobba ne’punti che hanno per parametri ©, ». Le coppie di punti 
analoghi a questi due sono in involuzione, il che risulta dalla equazione che lega in- 
sieme ©, 0. Perciò le corde della cubica congiungenti i punti omologhi sono genera- 
trici dell’iperboloide : 
AC — B°+ 9(BC — AD) + 98(BD — C°) = 0 

il quale passa per la cubica gobba e per l’altra direttrice rettilinea E'= H— 0. 

30. La retta B= C = 0 corda della cubica gobba 2) sia l’asse comune di due 
fasci omografici di piani. Sia l'equazione d’un piano qualunque del primo fascio : 

B — oh = 0 
quella del piano omologo nell’altro fascio sara : 


a + bo 


OBER 


Ce) 
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a, b,c, d costanti arbitrarie. Questi due piani incontrano la cubica gobba ne’due punti, 
a + bo 


i parametri de’ quali sono © ed rope la retta che unisce questi punti è: 
Cc 6) 


(c + dw) A — {a + (b + co + do} B+ (a + doo C= 0, 
(c + do) B — ja + (b + Co + dw} C + (a + bo)» D — 0 


quindi il luogo geometrico di questa retta è una superficie del quart’ordine. Per cia- 
scun punto della cubica gobba passano due generatrici della superficie; infatti consi- 
derando le due divisioni omografiche sulla linea , se il punto © si risguarda come 








. . . 3 a bo 
appartenente alla prima, gli corrisponde nell’altra il punto a +, € se lo stesso 








+ do 
punto è si considera come appartenente alla seconda divisione, gli corrisponde nella 
. A — . vee . a+ bw 
prima il punto ; e le due rette congiungenti il punto © ai punti 
dab c+ do 


a — Co 
do — b 
la cubica gobba è una linea di stringimento per la superficie medesima (55). 
31. Abbiansi sulla cubica gobba 2) quattro punti di parametri 9, , 9, , 93, 0%. 
e un punto dello spazio, per es. quello rappresentato dalle equazioni : 
(8) A050 3606 
Le equazioni delle quattro rette 1, 2, 3, 4 che congiungono quest’ultimo punto ai 
primi quattro sono : 
A=B—-2G:D —=02:0.(0, —6):1...... M1 25374) 
Il piano delle rette 12 è: 
OP = 6)A am HAUTES 0(0,+ 0,)} Dr (6, ua 0,0,+ 05)(B ee aC) =0 
esso incontra la cubica gobba nel punto il cui parametro è : 
= 9(9,+ A 0,0, 5 
io 





sono, per la definizione della superficie, generatrici di questa. Ne segue che 


così il piano delle rette 34 incontra la cubica gobba nel punto : 
__0(03+ 94) — 039; 
° 63+ 9 
Il piano determinato dai punti »,, w, e dal punto 18) incontra la cubica medesima 
nel punto che ha per parametro : 
6(o, + 0,) — 00, __ 85, — PS, + Sg 


I = Sii nt 
+ wow, 9 0— 6S,+ 8; 
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ove S, è la somma de’prodotti delle 0, ,9,; 03,9, prese ad r ad r. Questo punto 
il cui parametro x è una funzione simmetrica de’ parametri 0, , 0, , 03 , 9, varia perciò 
soltanio col variare de’punti dati; esso punto si chiamerà opposto ai quattro punti 
9,5 0,» 03, 0, relativamente al punto 18) (per questa denominazione veggasi Salmon, 
on the higher plane curves, pag. 133). 

Ora considero il cono di second’ordine : 
A?-+ I(B — 00) + mD°+ nAD + pA(B— 6C) + qD(B — 6C) — 0 


che ha il vertice al punto 18); questo cono incontra la cubica gobba in sei punti, 
i parametri de’quali sono le radici della equazione : 


w+ Le” (co — 0) + mr ne pot(o — 6) + qo(w — 0) = 0. 


Siano 0, ,0,,... 0 queste radici, e Z, la somma dei prodotti di esse medesime 
prese ad r ad r; avremo le: 

fb eae un 2, = I— po, Nore 210 —n, al, + 19°, Le qo , Lg== m 
da cui eliminando J, m, n, p,q si ha: 

0Z,— @Z,+ 9, — Ls= 0. 
Se in questa equazione si rendono esplicite le quantità 9; , 6, essa prende la forma: 

13) a(05 + 06) === b9 0g + Cc = 0 
ove : 

a = 4— 65,+068;,—S,, b=0— 08,+S3, c= 64S,— #S,+ 08, 
L'equazione 19) dimostra che : è sei punti in cui una cubica gobba è incontrata da un 
cono di second’ordine sono in involuzione. Questa proprietà si potrebbe dedurre anche 
dal teorema enunciato in fine del parag. 18. Il piano de’ due punti 9, , 06 e del 
punto 18) incontra la cubica gobba nel punto il cui parametro è: 

0(05+ 06) — 6506 
pg 0 
ma in virtù della 19) e della identica : 
ad — bb C= 0 
si ha: 
0(05+ 0g) — 0506 € 
PRET On i; 
dunque il piano anzidetto incontra la cubica gobba nel punto opposto ai punti 9, , 
6,, 03, 6, , Ossia: se un cono di second’ordine incontra una cubica gobba in sei punti, 


il piano passante per due di questi punti e pel vertice del cono passa anche pel punto op- 
posto agli altri quattro (Salmon, ibid.). 
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Osservazione. Se nei paragrafi 8, 9 e 10 si mutano i segni delle quantità y, z, m 
le formole riescono del tutto simmetriche; l’equazione della linea 4) può allora seri- 


(=) -0)- 


e le equazioni delle relte tangenti ne’tre cuspidi divengono : 


versi così : 


y—3—0, 3—ı=I0, x—y—0 
equazioni soddisfatte da x = y =z. 


Cremona, giugno 1858. 
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LA TEORICA DEI COVARIANTI E DEGLI INVARIANTI DELLE FORME BINARIE 
E LE SUE PRINCIPALI APPLICAZIONI. 


MONOGRAFIA 
DEL PROF. FRANCESCO BRIOSCHI. 


T_T AF 
Gar? AS DEFINIZIONE 


1° Una funzione omogenea di due indeterminate : 


n(n — 1) 


ea n—1 
u =A, 2+ na, vy + 5 


di Ve y+ RR wa nas ey + a, y" 


denominasi forma binaria dell’ennesimo grado, ed indicasi per brevità col simbolo : 


(Chen Ty N 
Suppongasi che operando su di essa la sostituzione lineare : 
(1) © ai Pr, y = 75 + On 


si ottenga la trasformata : 
(2) (Wats, 0) (eno JE + dn — (A, , Aus A,)(E, n= Lo 


ogni funzione o(a, , &, ... A, 5 &, y) omogenea sia rispetto alle a, ,@,... @, come alle 
x, y, la quale soddisfa alla condizione : 


(3) (ad — By)” ofa, 30; … Gn, ab + Bn, yé + n) = p(A, , A, ... A, , Ë,n) 


si denomina covarzante della forma binaria u; ed ogni funzione Ya, ; a, ... @,) omo- 
genea rispetto alle @,, a,... a, per la quale sia soddisfatta la condizione : 


(xd dici By)” h(a, > Ay os a,) == P(A, ’ À; 20 A,) 
dicesi envariante della forma uw. I numeri x, v sono evidentemente interi e positivi, 


ed il determinante «J — By chiamasi il modulo della sostituzione. 
Esempio. La forma binaria del terzo grado (forma cubica) : 


3 
(a, 5) a, ’ a, ’ a3)(x, y) 
trasforması per la sostituzione lineare (1) nella: 


(A, ’ A, ’ A, ’ A3)(6, 1)° ’ 








essendo: 
A,= (a, > Gy, A ; a3)(2, 7) ’ A3= (do > Ur da; ts) (P, 9)° 
dA dA dA; dA; 
kad 0 à o x — A Zn 
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Sieno : 
2 1 2 2 
(a, » Ass A,, 43, %, Y) = (4,4, — ais 3 (4,43 — Q,G,) » 4,043 — a;)(æ, y) 
Ya, >; Ay, da, 43) = aa; — 6a, a, a, 43 — 3a? a) + 4a, a} + Aa} az 
si verificherà facilmente essere identiche ciascuna delle equazioni : 
3 RER | , 
(ad — By)’ pa > +... A3, ab + Bn, yE + on) = (Ac; A,, Aa; A3, È, n) 
6 = 
(ad — 67) (40, Ay, A5 A3) = PUA EA seas A3). 
Osserviamo che supponendo il covariante 9(4, , a, .... a, , x, y) di grado m rispetto 
alle indeterminate, e di grado p rispetto ai coefficienti a, , a,.... il primo membro 
dell'equazione (2) sarà del grado 24 + m, ed il secondo membro del grado np ri- 
spetto alle «, ß, y, d ; essendo tutti i coefficienti A, , A; .... del grado n relativamente 
a queste quantità. Si avrà quindi : | 
2u + m= np, e u = + (np — m). 
Analogamente supposto l’invariante $(@, , A, .... @,) di grado q rispetto ai coefficienti 
Ay; Ay... Si troverà vy=3nq. Il numero m, cioè il grado di + rispetto alle varia- 
bili si dirà ordine del covariante stesso, ed i numeri u,v si denomineranno indici 
del covariante e dell’invariante. La forma w è un covariante di se stessa dell’ordine 
n e dell'indice zero. 
Una funzione f(a, , a, ,.... a,, X, Y) omogenea rispetto alle a, , a, ....@, , X, Y 
la quale soddisfi alla equazione : 


(ad — By)" flo » a, .... a, 9 di — yn, an — E) (A. A, “u... As, È, n) 
denominasi controvariante delle forma uw. Si osservi che sostituendo in questa equa- 
zione n e — é in luogo di &, n si ottiene per le (1): 

(ed — By) fldgy Gy + On» Y — 0) =fAo 3 Ar Any n — 8) 
quindi (equazione (3)) i controvarianti delle forme binarie deduconsi dai covarianti 


delle medesime sostituendo in questi y, — x in luogo delle x, y. 
2° Consideriamo il determinante : 


pee PACE EN du 
Am > Taken SAUT. abe dy?” 
ed osserviamo che trasformando la « mediante la sostituzione lineare (1), supposto 
r+s==m, si ha: 
du ge SO i d”u Bu 
(4) de” dan’ == VIS da” m rss da”! dy “i Si) 758 dy” ? 
essendo L,., l.,,..... funzioni dei coefficienti della sostituzione «, 6, 7, 9. Se quindi in- 


Tom LE N° 167 1868: | 38 
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dichiamo con L il determinante : 


l je 


! 
cok ul lo RER EIS 


] (m) 
US Lan PREC (ASUS > 


! (m) 
ye RER TEE Don 


e con H il determinante: 


> CE din ad?" a?” 
ar diet da dere dandy) 
si avrà per le (4): 

LA, sm H 


ed indicando con w,, il determinante : 


ied WE U der 
+ — — m. —— — 2,22. Om —— 
DE deren =) 
sı avra analogamente : 


LH v2 


per cui: 
(5) L'A, = VWn- 


Ora si hanno facilmente le : 








UR —a al B* 5 [Re = pal! 78° a sa” CO : 
li, Li al? BS rat JOB + —— od Glam Ogee 
I: yo Be == 1) 00° SY) CD pol > 
m— —1 pall 7 
rea) LITI pra aid rap apr E rar ape, 
quindi ponendo per brevità : 
- U — 3 eg u PAT 
EE a ae ag ns? 


dividendo nel determinante L gli elementi della prima linea per a”, quelli della se- 
conda per a”-°8, ec..., quelli dell'ultima per ß”, si avrà: 


mimi) m{m-+4) 
Du lisa 


L= ß 1 Ag 


è 
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essendo A,, il determinate formato colle @,, come L lo è colle /,,. Ma pei valori 
superiori di /,, si hanno le: 


f I Il di [| 
Gey On, = Uy alii Ad — a, ,=(b—a)a,_,,; 


Fist] r,s 


m 


mo ae " 
r—1,5+1 eso i. (b a)a,_.. 


rs 


quindi se nel determinante A,, si sottraggono dagli elementi dell’ ultima linea quelli 
della penultima, da questi quelli della terz’ ultima e cosi di seguito, tutte le linee 
meno la prima diventano divisibili per b—a, ed inoltre gli elementi della prima co- 
lonna sono tutti eguali a zero, meno il primo che è eguale all’unità. Ne consegue: 


i (m—1) 
1 Am-1,0 2 1,0 

1 (m—1) 

Am = (b— a)” 1 Con, Um—a,ı 
(m—1) 

1 Qo m—1 vor. Dee, 


ossia : 
A= (ia) A 
dalla quale : 


m(m+*4) 
A,,= (6 — a) ? 
e sostituendo : 
i MMA) 
L= («0—6,) © 


Per questo valore di L la equazione (5) diverrà : 
(cd — By) “ An Vn 

la quale dimostra essere il determinante A,, un covariante od un invariante della 
forma binaria u. Questo teorema potrebbe anche generalizzarsi sostituendo ad u un 
covariante qualunque della forma stessa. Se m—1, A, è l’Hessiano della forma u, 
per cui l’Hessiano di una forma qualunque di grado superiore al secondo sara un 
covariante della forma stessa. Se m—1, 2, 3.... e supponiamo % ordinatamente dei 
gradi 2°, 4°, 6°.... saranno A,, A,, 43... invarianti di quelle forme (*). Quindi 
una forma-binaria di grado pari 2m ha aimeno un invariante del grado m-+-1. Per 
la forma di quarto grado questo invariante è: 





(*) Il Sig. Sylvester denomina questo invariante il catalecticant della forma uw. 
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ae 
a, a, 43 |= 0,4, a, + 2a,0,0;— aia, — 4,0) — a}. 
a, Az a; 
3° Sieno o(x, y) , 4(x,y) due covarianti della forma w ; la espressione : 


dg dy de dy 


dx dy dy dx 


sarà pure un covariante di u. Infatti indicando con (6, n), W(Ë, n) le trasformate di 
9, $ mediante la sostituzione lineare (1); dalle equazioni : 


(29 — By)! ala, y) = P(E, x) , (ad — By)" yo, y) = WS n) 


deduconsi le : 


dd d d 10 de d 
(pe + St), Een (ose + 3) 





dé dx May dx dy 
ay (db ay) ay ee at) 
MP («e+ 73), = (E +37) 


e per queste: 


do dy de dv dd dY dd dY 
7 dé dn dn dé 


dt Poli oy ti dele > Seui e 
ta (= dy dy dx 


la quale dimostra la proprietà enunciata. Vedremo nel seguente Gap? una generaliz- 
zazione della medesima. 

42 Sieno x, €... x, le radici “dell'equazione rule 4) =0 get tee 
quella della U(é, 1) = 0; si avranno le : 


(Go, Axe. An)(L, Y)"== QT — À, y)(% — Hy) .... (€ — Hey) 
(An, Ar ee Allen) = AS (En) — Ean) (E — Ean); 
ed indicando con I(x—,y) il prodotto di tutti i binomj lineari æ—x,y , €— x,y... 
la (2) potrà porsi sotto la forma: 
all [at + Bn — £,(7£ + dn) | = AIT(É — Em) 
ma : 
1 da, — 
a& + Bn — 2,(yE. + on) = (« — yx,) (: — =) 
a —y%, 
ed evidentemente : 
ao — x,y) = A, 
quindi si avrà : 
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ne RE 1) = II&E — En) 


a — 7%, 
per la quale : 


dr, — 6 
sa a — YL, 


Rappresenti P(x, , x, ...-x,) il prodotto dei quadrati delle differenze delle radici del- 
l'equazione (x, 1) = 0; esso è una funzione razionale , intera del grado 2(n — 1) 
dei coefficienti dell'equazione medesima; pongasi : 


Ya, ? a, +++ An) + Ts vies P(x, ? Lo Mae Ln) 
ed analogamente : 

YAo A, HAE À,) = Au bie ? + zus AE 
ed osservando che pel valore superiore di &, si ha: 
Ap Ds 
6 eh StS n n 
% N ae 7) 
si otterrà : 
| Rate rem) 
Arai Bs ec) Ui ee ee I 
Pics ’ 2 u... Cr) i (xd By) 4 | T(a—yx,) |" 
ed in conseguenza : 


(od ee ali (4-0; 10.) A TA Ai); 


cioè il discriminante di una forma binaria qualunque è un invariante della medesima. 
Ed in generale dalla definizione di invariante e dalla formola (6) deducesi che 
ogni funzione simmetrica delle radici dell'equazione u(x, 1) = 0 , che sia anche una 
funzione delle differenze di esse , ed in ciascun termine della quale tutte le radici 
entrino uno stesso numero di volte è un invariante della forma binaria u. 
Per esempio supponendo n pari, l’equazione (6) darà : 


e I St È LAS : 
He (Ë3— E) (E,—1—&n) $ = (ad — By) Ar) (3 — dy). (Gus — 2) § 
0 
ee 
2 
drati delle differenze delle radici, nei quali ciascuna radice non si trovi che in un 


solo fattore. Quindi sommando tutte quelle espressioni in numero 
1.3.5... (n—3)(n—1) 


RE Lu MES 
ed analoghe relazioni si otterranno considerando tutti i prodotti ad d g dei qua- 


giungesi alla : 
(ad ra By)" a; Dix — XL) (%3— x) sees (ai Dales 
OEL el 
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Ora la espressione Y{(x,— 22) + (Cau — €,)}° è una funzione simmetrica delle 
radici x, , &, +... , dunque il prodotto di essa per a, sarà una funzione omogenea del 
secondo grado dei coefficienti @, , a, .... ed in conseguenza sarà un invariante della 
forma u. Quindi tutte le forme binarie di grado pari hanno almeno un invariante 
quadratico. La forma di quarto grado ha l’invariante quadratico : 


a3 (ad) (ts 8)’ + (©,— 23) (m, 2) + (aa) (es — &3) 
= 24(a, a, — 4a, a3+ 30}). 
Applicazione. — Sieno &, , %, .... xs le radici dell’equazione del quinto grado: 
(dos Gy  d5)(£, | 1)°= = 0. 

Per la (6) ponendo: 

i (er — ©2)(%.— %3) (3, — Xp) (Cr — L5)(X5 — LT) = (X, » He, 3 5 Ly ’ Xs) 
si ha: 

(ad rr: y) ai (X, 9 V2 4 %3 5 Ly ? X5) SE AS(Ë ’ a 9 E, 9 É, ’ Es) 5 


quindi le somme delle potenze delle dodici funzioni delle x, , x, .... analoghe alla su- 
periore, cioè nelle quali ciascuna radice trovasi in due soli fattori, essendo funzioni 
simmetriche di quelle radici saranno invarianti di u. Ora scrivendo per brevità 
(1, 2,3,4,5) in luogo di (x, , %,, %3, %4, #5) le dodici funzioni sono le seguenti: 


Karren me 1, 0,02] 
Pe san) Mi (1,9, 200,2) 
=, Ma (1; 94 250) 
u (1, 2, 0,9 A my= (£, 3, 2, 4, 5) 
li 11, 200908) m;— (1, 4, 3, 2, 5) 
ig== (1 2 al mé (1, 4, 2.5, 5) 
quindi siccome indicando con D il discriminante della forma « si hanno le : 
5° 
LM ums. ni =r D 


0 
anche le somme delle potenze delle espressioni : 


oy! nido 341 
yi a (+ ma), ÿ= a (+ m)... - Yo= a, (le+ me) 
saranno invarianti di w, e quindi saranno tali i coefficienti dell'equazione del sesto 


grado di cui le radici sono y, , y, …. yg. Vedremo in seguito come si determinano 
i coefficienti di questa risolvente dell'equazione generale del quinto grado (*). 





(*) Hermite — Sur la théorie des fonctions homogènes à deux indéterminées. The Cambridge Ma- 
thematical Journal. T°. 9. pag. 215. 
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Cap? 2° Der COvARIANTI ASSOCIATI. 
1° Sieno o(x, y), (x, y) due covarianti della forma binaria : 
U == (a, , a, …. a,)(t y)” 


degli ordini m, s. Nel covariante 9(x, y) si pongano in luogo delle x,y i binomj : 


DE 1dy Beh. 1 dy 
EN oe a re 
e si sviluppi mediante la formola di Taylor la espressione : 
1 
(7) (ex — ya + SEY): 
s dy s dx 


si otterrà una funzione omogenea in X, Y del grado m , i coefficienti della quale 
sono tutti covarianti della forma u (*). Per dimostrare questa proprietà si osservi che 
supponendo trasformata la forma w nella (2) per la sostituzione lineare (1), si hanno 
analogamente alla (3) le due equazioni : 

k*9(a, 9 Ay ++ Ay, Ly y) cs o(A, ’ AG … À, , 8 n) == 2(6, n) 

kig(agz Or. 0, ty) DATA ATE) = (E) 


essendo k= ad — By; dalla seconda delle quali ottengonsi le : 


dy 1 „ar d'y ia ala 

de FE 7h)’ dy kan def 
Ora se nei valori di x, , y, si sostituiscono alle x, y i binomj lineari (1) si avranno 
per queste ultime equazioni le seguenti : 


(8) 


ai 0X, + BY, ’ Vis YX5 + oY, 


essendo : 
3 4 dV 4 -dY'.. 
A EX = se 1: Y, Ve nX + spr! de Y 


quindi si avrà analogamente alla prima delle (8) : 
k'o(a, , Gy +» Any Ly » Yi) = (A, > Ax Ang XxX) 


Ma questa equazione essendo identica dovranno i coefficienti delle potenze delle X, Y, 
negli sviluppi delle espressioni del primo e secondo membro essere ordinatamente. 
eguali, per cui eguagliando per esempio i coefficienti di X”"V’ si avrà : 





(*) Hermite. Sur la theorie des fonctions homogènes à deux indeterminées. Journal de Cambridge 
4. 
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ketrot1) dy dg ET dy dg\ BER ay do dv do + (3) 
da m dy dx dé dn dn dé 
Dunque i coefficienti delle potenze di X, Y nello sviluppo della espressione (7) sono 
tutti covarianti della forma u. 
2° Rappresentiamo lo sviluppo dell’espressione (7) con : 


(9) CARRARO PA ATO AE 
NO: dy dy 
ponendo per brevità p= — RE 


A,= [p9'(x) + q¢(y) |” 
sı avra: 
m(m — 1)...(m — r + 1) 1 N} 
e —_—_—_—_—_— _ _ —_—______——————_— a 


1.2.3.r DE i 








RER 4 dA, dA, . n . 
Si indichino con ( ) ( IL derivate parziali della A, considerando le p, q 


dx dy 
Eu do, 
1 dy 
ma: 


come costanti rispetto alle x, y; sarà : 
(10) (E - di, dp dA, dq (TIE dA, dp dA, dq 





dA, 
A = 
dep rf +) 





























dx de dpde dq dx \dy) dy dp dy dq dy 

quindi osservando che: 

dA,  fAd,_ Are dA 

dp = m hp 4 dy ) 
si ottiene : 

dA, ne dA,_, 
An =P GE 1% rip: + di I 
essendo : 
u ony Aah, SA Sg Ie 

3 : dA,_, dA,_, se 
Se nella equazione superiore poniamo per mali dy espressioni analoghe 


(*) E noto come con questo simbolo si indichi la espressione : 


ve) ata) ato tra) 
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alle (10), e poniamo : 














li dp _ dq dq | 
Nas AE een ze ety: 
si ottiene : 
dA dA dA. BA 
11 A I r ns ins r—1 r—I 
en tds rt dy r( ! da fi dy ) 


| nf dA,_, dA 
Pa dp ga dq | 


Ora p,q essendo funzioni omogenee del grado s—1 rispetto alle x , y si hanno le 
relazioni : 








dp do dg dq | 
tn AA dsl; = (s — 1)q 
dalle quali osservando essere LE = — dI, , e ponendo 
dx dy 
dy dv 
1 dx” dx dy 
rasen 5 
s(s — A) d'y 
dady dy 
deduconsi i valori di pi; 413 
pi= — sS(s — Ihe q= — 8 (s — 1)hy 
e da questi quelli di p,, q : 
p.= — s(s — 1)*hp, = — 8 (s — 1)°hq; 
ma : 
dA, dA, : 
eee Re kil ry lee ei) 2 A. 
bt y if [m + (s—2)(r—1)| A,_, 
dA dA, 
zen ER AA 
lo el 


quindi sostituendo per pi, 4:3 Po» 9, 1 valori trovati sopra nella formola (11) si 
otterrà : 
dy di dy dA 
A == —— or’ (s—1)(m — r + 1)hA,_;' 
Tr AIME: À ) ì 
ossia nello sviluppo della (7) fra tre covarianti consecutivi &,._,, % 5 4,1, SUSSISTE 
la relazione: (*) 


(*) Annali di Scienze Fisiche e Matematiche compilati da B. Tortolini. Anno 1856. T° 7, pag. 231. 
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1 (dg da, dy da) 76) 
de dy dy da m—r 





hans 


(12) Ip = s(m—r) 


3° Supponiamo che nella (7) il covariante © sia la stessa forma u, e pongasi : 


1 dy 1 dy 
13 u(xX--—Y, yX + - —Y) — PRECI XV 
( ) ( s dx ? Y =m s dy (do » Vi d,) ( 9 ) ? 
| covarianti do , Pr ,... $, si denomineranno covarianti associate al covariante &. 


La importanza che in questa teoria ha la considerazione dei covarianti associati è 
fatta manifesta dalla seguente proposizione : Il prodotto di un covariante qualunque 
della forma w per una potenza intera di Ÿ. è una funzione omogenea dei eovarianti 
associati allo stesso covariante | (*). Infatti sia : 


(x, y) == (Co 2 Ci pese Cm)(%, y)” 


un covariante della forma u; e supponendo : 





(14) u(oX + BY, 9X + dV) = (Ap; A A.)(X, ¥)" 
si avrà per la definizione di covariante (Cap? 1° equaz’. (3)): 
(15) kro(aX + BY, yX + 0Y) = (Co; G, ... G,)(X, V)” , 
essendo i coefficienti G,, G, ... formati cogli A, , A, ... come i coefficienti €, 5 €, ... 
del covariante © lo sono cogli a, , a, ... della forma data u. Ora se nelle (14) (15) 
supponiamo : 
1 dy 1 dé 
16) = en ann: ge 
ee, ir: s dy ni hae oa eet 
evidentemente le A,, A, ... diventano i covarianti associati d,, 4; .... ed essendo: 
1/ dy dw 
0 — By = [x — — | —4 
a (#3 +93) | 


dalla (14) si ha: 
ds 
=, = ES 
d (eX hu Y, yX 


nella quale ora i coefficienti C,, C,.... sono formati coi covarianti pos Yı ... d, 
come le €, ; €, ... lo sono coi coefficienti a,, @; ...; e quindi sono funzioni omogenee 
dei covarianti associati Yo, Y,.... Ma quest'ultima equazione dà evidentemente : 


(17) ox, a) = Co 


dunque il prodotto del covariante © per una potenza intera x. del covariante ) è una 
funzione omogenea dei covarianti associati al covariante medesimo v. L'equazione me- 


1 dy 
s dx 


)- CR 


(*) Hermite. Sur la theorie des fonctions etc. — Journal de Crelle. Te. 52. Second Mémoire. 
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desima da anche per la (9): 
(18) We — A Wee 


Notiamo che essendo 9 di grado p rispetto ai coefficienti a,, a, .... sarà 
= 5 (ap — m) 
Me 9, p , 


Se il covariante y è la stessa forma u, ponendo : 


parte Ute 1 du 
ulaX —-— —Y = — Yl=(u,s u,,..- u) (X, Y)” 
( n dy E n da CORE RSS, 
i covarianti 4, , %;... saranno i covarianti associati alla forma data. 


Una equazione analoga alla (17) sussiste per gli invarianti. Sia Aa, , @, , … @,) 


un invariante di grado q della forma u, si avrà per la (14), posto v — + ng : 


k).(ao ? A, +4 a,) = MA, ? À, ii He À,) 3 
ove se le «, 6, 7,9 assumono i valori (16) le À, , A, ... diventano y, , %, ... e quindi: 
(20) P(A, ’ A, CHI a) es Abo ? VA da: d,) 


Esempio. Supponiamo che il covariante o(x, y) sia l’Hessiano v della forma w , 
li PI P(X, | 


(19) 


CIOÈ : 
d’u d’u 
Le m—2— 2) ) 
==" a = (Cc ’ Ci sieie On (x 1 je 
n?(n— 1) | lu d'u i mW p=32 


dx dy dy? 
e 4 eguale ad u. Essendo evidentemente c,— a, a, — a? per la proprietà dimostrata 
sopra si avrà : 


2 


Co= u,u,— ui 


e quindi per la (17) : 
| UV = UU, — u) 
ossia : 
un U, 


giacchè u=, u= 0. Così essendo: 


C= 5 (a,d43— @,4,), = 


si avranno per la (18): 


2(2n ua (0 = 3)4, a, + 2a, A3 — (n — | DI Be. 


1 7 1 I 
nor zUlla ii — le — 3)nu, — (n — Yu) BER 
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OSSIA : 
u uU, u > (n — 3h ( 1)nv* 
t= = a, = ——— [| (n — 3)u,— (n — 1)nv OP 
"at Ban = 5) : | 
Ne 
ArpLicazione. È noto che ponendo nell’equazione u(x, 1) =0 x = si 
18) 


ottiene una trasformata nella quale il coefficiente di X"~* è eguale a zero. Ora i coef- 
ficienti degli altri termini sono ordinatamente eguali ai coefficienti delle più alte po- 
tenze della & nei covarianti associati della forma w. Infatti ponendo nell’equazione (19) 
eye PRE : 

ore luogo di X, Y ed in seguito facendo nella medesima x —1, y — 0, 
Y=1, si ottiene: 





bet 1 
| 1) my Pr); Lye 
0 


do 
essendo po; pi... i coefficienti delle più alte potenze di x nei covarianti associati 
era, Cer Qunditpo sep: 
4° Fra i covarianti associati ad un covariante qualsivoglia della forma u ed i 
covarianti associati %,, ,, ,.... alla forma stessa, ha luogo una relazione la quale 
può tornar utile nella ricerca di quei primi covarianti. (*) Poniamo nell’equazione (13): 


ddp 1 dpi 


sig eeean ake 


ed osservando che per lo sviluppo di Taylor si ha: 


: 9 : 3 | IZ 
u(pY + xX, qY + yX) = u(p, q) Y"+ (os - nie) IX+.. 


risulterà : 


= 1 „u ive y NES 
oz n(n — A)... (r + 1)\° dp J dq 


Ora dalle equazioni : 


1 fd} du dy du af dy 4 
er (= dy dy te) i ara AG da * J y 


deduconsi le : 


1 du 1 du 
a y inst Ya ul pa = uq 


per cui se nella (19) si pone X — 4,, Y=% si ottiene: 
(21) u"u(p, q) = (U, U. Un)(Y, » 9); 


(*) Annali di Tortolini. 1856. T°. 7, pag. 335. 
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inoltre essendo per le superiori : 


indicando con F(d,, 4) il secondo membro della (21) si hanno le : 


A Cx LE ue +? Au d*F n—2 (% du I du \l° 
a dp Ape) eA ea = — ce. + 
4h dp Vag)? ai" Fa Ya) © 


quindi rammentando il valore di Ÿ, trovato sopra si giunge alla : 


(22) UY = (Use yes Bee 
Dunque i covarianti associati ad un covariante qualsivoglia 4 sono esprimibili in fun- 





zione di d,, Ÿ e dei covarianti associati alla forma data. 
Esempio. Consideriamo la forma cubica (a, , a, , @, , Q3)(&, y)”. ed indichiamo con 
d il discriminante della medesima, cioè : 


d= — a) a; + 6a, a, 0,03 + 3a? a; — Aa, a) — Aa? az , 
supponendo nella (20) À — 0, Y=u si ottiene, rammentando essere u,=%, u, —0: 
ud == — (u? u} + 4uu?) 


ma indicando con v l’Hessiano della forma cubica, cioè ponendo : 


2 
si è trovato nell'esempio antecedente u,= uv; inoltre ponendo : 


1/du dv du dv 
De ie dy dy is) 
si ha pel valore di 2, dello stesso esempio u3=w9, essendo in questo caso 2,=3 9; 
quindi sostituendo si ottiene la relazione (*) : 


1 2 
v= (a, a, — ai, = (0903 — a, 4,), a, a; — A y) 


(23) ud + @+ Av — 0. 
Ora se nella (22) supponesi 4 = v essendo v,—= u, v,== — #6 si hanno le: 
1 1 3 
uv, =—-0°u + vu, , wv, = — = Hu — = Oyu, + vu 
Ay i ATA m 


le quali pei valori superiori di «,, %3 riduconsi alle : 


1 2 1 2 
Ua 7 (Boe Anjan uv= — 300 + Av) 
e quindi per la relazione (23) si avranno : 
1 1 
nn nd Da. 


Ne risulta che per le forme cubiche i covarianti associati all’Hessiano v sono funzioni 
intere, razionali, dei covarianti v,9 e del discriminante 0. 





(*) Cayley. Nouvelles recherches sur les Covariants. — Journal de Crelle. Te. 47, pag. 118. 
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SULLA RISOLUZIONE ALGEBRICA DELL’EQUAZIONI 
DI TERZO, E QUARTO GRADO. 


SL Ue DATE 
DEL PROF. BARNABA TORTOLINI 


FORD 
4° Prendo un’equazione generale di terzo grado 
art 3px°-+ 3qx + r = 0 
e suppongo p°= q; in questo caso essa si potrà porre sotto la forma 
(@ + p= pr 

e chiamando «, « le due radici immaginarie conjugate dell’unità cubica, si avrà per 
le tre radici della proposta equazione 

Ù 8 3 ni LEE 3 3 di SE} ) 23 3 : 

= — p+V(p-r), c——pæ+aÿ(p—r), & = — p + «/(p—r) 
e sara una reale, e l’altre due immaginarie conjugate: ora a questo caso si semplice, 
e ad altre riduzioni non meno importanti si potrà sempre riportare un’equazione qua- 
lunque di terzo grado, come si verrà brevemente ad indicare. 

2° Sieno À, x, v tre indeterminate, ed y una nuova incognita dipendente dalla x, 


mediante la relazione 
y = À + pa + ve 


Con questa sostituzione come è noto, si trasformerà l'equazione generale di terzo grado 
in un’altra dello stesso grado, e che nella risoluzione algebrica dell’equazioni costitui- 
sce il così detto metodo di Tschirnaüs : onde utilizzare questa trasformazione me- 
diante una convenevole disposizione delle tre indeterminate À, z, v cerchiamo subito 
la risultante in y dalle due equazioni 


+ 3pr+ 3qr +r=0, y = À + px + va” 
Si sà che due equazioni di terzo grado 
Ax°+ Ba + Cz + D—0, A'x*+ B'e° + Ca + D —0 
dall’eliminazione della x, porgono la risultante 
G*-+ MG*—(HN + 2KL)G + (K°—MN)H + L°N = 0 
ove per brevità 
G—AD — AD, H— AB— AB, K=BD-BD 
L — AC — AC, M—BC— BC, N— CD — CD 
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Riprese nel nostro caso le due equazioni 
x’ + 3px° + 3ge + r—0, ve + UE + À — y = 0 
si avrà 
(—y}—3(29 + pu + 38p’v)(A — y) 
+ 3(uur — 2pv°r + 3g — dpquy + qu')(2 —'y) 
+ vr? — 3qru + 3puvr — pr = 0 
che ordinata rispetto ad y si porrà sotto la forma 
y+ 3Py’+30y +R=0 
ove P, Q, R sono rispettivamente date da equazioni di primo, secondo, e terzo 
grado delle tre indeterminate 2, x, v: vediamo ora in qual modo si potrebbe disporre 
di queste indeterminate per la risoluzione dell’equazioni del terzo grado. 
3° Sia simultaneamente P= 0, Q — 0, si otterranno due equazioni di primo, 
e secondo grado fra le tre quantità À, uw, v; di più posto v=1, si ridurranno a 
contener solamente 2, » con coefficienti funzioni di p, g, 7; in questo caso avremo 
da riselvere l'equazione binomia 
y+ R — 0. 
Di qui si potrà risalire al valore della &, ossia al valor delle tre radici col prendere 
la prima derivata della y considerata come funzione di # nell’espressione 
y—= À + px + vw” 
Non essendo mio scopo di entrare nella discussione dei valori di À e u, che si ot- 
terrebbero dalle due equazioni P= 0, Q=0, vengo ad esaminare un’ altro caso. 
Pongasi À = 0, ed ordinata l’equazione rispetto alla y, diverrà per » = 1 
3 2 2 € 2 2 
y+ 3(2q + pu — 8p )y + 3er — 2pr + 3q — 38pqu + 1 q)y 
+ r(pe— 3pu + oqu — r) = 0. 
Disponiamo ora della x in modo che sia 
(29 + pu — 3p°)= ur — 2pr + 3q°— 3pqu + wg 
la quale ordinata rapporto a 4 porge 
2 2 3 à 4 al 2 6 ee 
TESE ING A E e re CI ON Panta LTL) 
La risoluzione di quest’equazione di secondo grado somministra un doppio valore di 


v. per mezzo del quale il primo membro dell’ equazione in y si potrebbe ridurre al 
cubo di un binomio come si è fatto al n° 1°, cioè 


(y+ 29 + pu — 3p°)}= 2q + pu — 3p°— r(u'— 3pe°+ 3qu — 7). 
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Risoluta Pequazione rapporto a p dà 

Sp? Vene) 
Ca Ap da 2(p'— q) 

Ora la quantità sotto il vincolo radicale rappresenta il discriminante D, dell’ equa- 
zione di terzo grado in x, e che come ognun vede si può porre sotto la forma 


D,= (r + 2p°— 3pq)*— 4p°— q)° 

ma D, è anche il discriminante dell'equazione di secondo grado in a, perciò le due 
nominate equazioni in &, e z. avranno lo stesso discriminante : la medesima equa- 
zione di secondo grado in x ha molta analogia con la ridotta di secondo grado, che 
s'incontra per la risoluzione dell’equazioni di terzo grado; la qual ridotta ha egual- 
mente il medesimo discriminante con la proposta : infine la discussione dei valori di 
2, dara le tre radici y... di terzo grado, e quindi derivando i valori della y rap- 
porto a x, si otterranno le radici x dell'equazione di sopra stabilita, il che tralasciamo 
di eseguire. Alle indeterminate À, a, v si potrebbero sostituire invece tre altre in- 
determinate T, T,, T, introdotte dal Sig. Hermite ed estese ad una qualunque equa- 
zione di qualsiasi grado: in un'equazione del terzo grado 


ax + 3be° + 3cx + d — 0 
pongasi 
y=aT + (ax + b)T,+ (ax°+ 3bx + 3c)T, 
il che porge gal confronto 
A= aT + 35T,+ 3cT,, p=aT,4+ 361,, v=al, 
Le conseguenze importanti, che si deducono dall’aver introdotto le nuove indetermi- 
nate T, T,, T, nella risoluzione dell’ equazioni dei gradi superiori si scorgeranno 
nell’equazioni trasformate del quarto grado, delle quali ne intraprendiamo un breye 
esame. 
4° In un'equazione del quarto grado 
vt Apx°+ 6qx°+ Ara +s = 0 


° Il m sa . . . . . 
siano &,&, æ ,æ le sue radici, si sa che i suoi valori sono espressi per 


er no Vs + Vz'+ 2" n | ve" — v2 — Va 
a=—pt 2 > £=—p+ Die er ag 

2 gt DE ul A RU ZO ae 
Mira ppt e A le 3 ‘ 


"sono le radici dell’equazione ridotta del terzo grado 


ove: 2,252 
2° —6(p?—q)z +(12p!— 24p°q + 9q° + Apr — s)z — 2(3pq— 2p° —r)?=0 


e che si potrà scrivere più compendiosamente per 
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3° 3Pz°+ 30: + R — 0. 
Viceversa le radici 2', 2", 2" si esprimeranno per le radici x', x", x", x" della pro- 
posta, come per esempio 
2 — (x — x" + x" a = (e x + 2" — 2")? (Sr 
Ciò posto cerchiamo la condizione onde sia P°= Q si avrà 


3.4(p°— q)’= 12p'— 24p°q + 9q°+ Apr — s 
la quale si riduce a 
3q — Apr + s — 0. 
Ora tanto nel calcolo delle forme binarie biquadratiche, quanto per l’equazioni somi- 


glianti si fanno rimarcare due quantità I, J funzioni dei coefficienti, chiamate Inva- 
rianti anzi Invartanti fondamentali, i valori di essi sono 


LA A 1 ia oe DE ees r 4 
1090 Apr+s, J =qs—r — ps — g’+ 2pqr 
I è l’envariante quadratico, e J l’invariante cubico, come di più il composto 
D,=P— 279° 
dicesi il discriminante. Di qui ne segue, che la condizione 
I = 3q°— Apr +s —0 

indicherà una classe particolare di equazioni di quarto grado, delle quali è nullo il 
suo invariante quadratico. Il Sig. Hermite in alcune sue interessanti Memorie inse- 
rite nei Comptes Rendus del 12 aprile e 24 maggio 1858 si propone di esprimere 
le radici di un'equazione del quarto grado per mezzo dei trascendenti ellittiei, ed a 
quest’ oggetto prende di mira primieramente differenti equazioni di quarto grado ad 
invariante quadratico nullo: come fa esso osservare, alcune di queste equazioni si 
presentano nella teorica delle forme cubiche ternarie, nella trasformazione di terzo or- 


dine di Jacob: per le funzioni ellittiche : tali sono l'equazione dei moduli, e dei mol- 
tiplicatori. Così per esempio presa l’equazione 


ioni bir = 0 
sı ha 
p=0» ge Sir 07, 8 = 35° 
d’onde 
1 = 39° — Apr + s = 35’ — 35°= 0. 


(*) Se il lettore per maggior comodità vuol richiamare le dimostrazioni, e le denominazioni delle 
quali faccio uso, potrà consultare una mia Memoria sull’equazioni del 3° e 4° grado inserita negli An- 
nali di Scienze Matematiche e Fisiche 1855. 


Tom. l. N°. 5. 1858. 40 
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Ma dietro un’osservazione dello stesso Sig. Hermite ogni equazione di quarto grado 
ad invariante quadratico nullo è riducibile alla precedente forma priva del secondo 
termine. Infatti se nell’equazione 


vit Apa° + 6qx° + Ara + s= 0 
si sostituisca æ—p invece della x, e si elimini la s mediante la condizione 
3q°— 4pr+s=0, 
si otterrà la nuova equazione 
wit 6(p°— gle'— 4(3pq — 2p°— r)a — 3(p°— g)°= 0 
ove per il confronto con quella di sopra stabilita 
S = — (fg) 2T —2pq — 2p°— r. 


x 


E dunque dimostrata la possibilità di una tal riduzione per ogni equazione di quarto 
grado ad invariante quadratico nullo : di più per I= 0, l’invariante cubico J di- 
pendera dalle sole quantità p, q, r coll’eliminare s per mezzo della sostituzione del 
suo valore s= Apr — 3g°, donde J diverrà 


J= — (+ 4pîr — 3p°q + 4q°— 6pqr). 
Il secondo membro rappresenta il discriminante dell’equazione 
a+ 3px°+ I3ge +r=0 
preso con il segno contrario, come si è veduto nel n° 3°, e potrà egualmente seri- 
versi per la differenza 
J = 4p°— q)’— (r + 2p° — 3pq)° 
d'onde per la riportata specie di equazioni del quarto grado, il discriminante —27J° 
è una quantità essenzialmente negativa. Avanti di riportare brevemente le formole 
solutive algebriche di sì fatte equazioni, sarà utile di trattenersi. alquanto sopra certe 
altre equazioni ridotte del terzo grado. 
5° Nella ridotta di térzo grado in z riportata nel principio del n° 4° si tolga il 
secondo termine col fare per la nota trasformata, 
z=2X + 2(p°— q) 
si avrà dopo facili riduzioni la nuova equazione di terzo grado 
AX3—(3qg°— Apr + s)X+qs—r°— p’s — qg+ 2pqr = 0 
donde per il valore dei due invarianti I, J si riduce evidentemente a 
AX3-TX+J=0. 


Si è dunque ottenuta una nuova ridotta del terzo grado dipendente dal due soli in- 
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varianti dell'equazione del quarto grado : l'equazione in X si trova in una Memoria 
del Sig. Hermite nel tomo 52 di Crelle pag. 6°: in questa guisa si scorge un’ im- 
mediata dipendenza delle due equazioni 


att 4Apa'+ 6qx + Ara +s= 0, AXP—1L.X+J=0 
nelle quali i loro discrèminanti sono rispettivamente 


1 
P— 279°, — (— 277) 
16 
e non differiscono , chè per un divisore numerico. È facile poi anche di scoprire la 
dipendenza delle radici X', X", X", dalle radici a’, x", x", x": infatti dai valori di 
9 ’ 
82', 4p, 6q espressi per le radici a’, x", x", x", si ricaverà 
49X'=— dra” re Oy ae gia" ~ n'a ata” a x" x" 


la quale infine diviene 


ie 1 ! Il IV tm I II! IV r! 
N (aa) RE Ce =) 


e così in modo somigliante per le altre radici X", X". Le medesime radici X', X", X" 
sono ancora più intimamente legate con le radici w', w', «", di un’altra ridotta del 
terzo grado. E noto che ponendo per le radici di un’equazione di quarto grado 


rs tt IV Near 


vara, Verdi, urea + er 





si ottiene la redotta 
u'— 6qu°+ 4(4pr — s)u-— (2p°— 3q)s — 16r°= 0 
della quale le radici sono «', u", "5 avremo dunque 


x_ dura iu xi Dia x" nn 
ee u m e FE ET EZ Er Pi a I a E e 

12 ' 12 12 
Che se dalla nuova equazione in u, toglieremo il secondo termine col fare u=v-+ 2q, 
si otterrà per i noti valori di I, e J, 


v— Alu + 16J = 0 


e dall’equazione in X si passerà all’equazione in v, col sostituire v=4X. Calcolando 
poi per l'equazione di terzo grado in X, la sua ridotta di secondo grado, sarà come 


è noto 
I 
64y°+ 164.4 +3 =0. 


Di qui ne segue che per le tre equazioni 
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a+ Apart 6qx° + 4rx + s—0, 4X3-LIX+J=0, 
4 P 
64y + 16J.y Pon 0 


si calcola il medesimo discriminante, e la terza sarà una ridotta dalla seconda, come 
la seconda è una ridotta dalla prima. 
6° Fermiamoci ora brevemente nella risoluzione algebrica dell’equazioni di quarto 
grado con l’invariante quadratico nullo; esse sono tutte comprese nella 
a" — 6Sa*— 8Tx — 35°=0 


Come già si è notato al n° 4° il Sig. Hermite nelle sue citate Memorie si propone 
di rappresentarne le radici per mezzo dei trascendenti ellittici, ed esso alla prece- 
dente equazione ne associa due altre dello stesso grado, e che s'incontrano nella teo- 
rica delle forme cubiche ternarie ridotte alla loro forma canonica : una di queste 
equazioni è del tutto somigliante all’altra, ed è 


xi— 65, 2° — 8Ta — 38? = 0 
ove S, S, , T sono legati dall’equazione 
Sisti 
alla quale si soddisfa per mezzo di due invarianti ritrovati dal Sig. Aronhold, fun- 
zioni di una sola indeterminata m, e sono 
S = 4mi— 4m , S,= 8m°+ 1 


e prendendo 
T = 1 — 20m?— 8m° 


Confrontando adunque l’equazione generale del quarto grado con la prima di questo 
n° si ha 


p=—0, g==— 25, OT sa: 
d’onde la ridotta di terzo grado in riportata al n° 4° diviene 


2 — 65.2°+ 1252 — 8T°= 0 
ovvero 


(x — 2S)3—= 8(T°— Si) 


Di qui per le tre radici abbiamo 


= 2(8+ NET 5‘) : 2 (5 +27 = Si) : 


- = 2(8+ ITS ) 
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d'onde si otterrebbero le quattro radici ©, x", x", x" col sostituire i valori di z/, 
z", =" nell’espressioni di æ, æ', x", x” riportate nel principio del n° 4°; nei me- 
desimi valori, «, « sono le radici cubiche dall’unità : associamo alla risoluzione in 
questione l'identità 


si avrà 
= 2(S +S,) ’ ae 2(S "iù aS,) 9 =e 2(S a = 45) 


perciò le quattro radici dell'equazione saranno 


SR SE SE VSS; 
Vesna VSS, 
ANS SES, 
EN SEE Ven VS; 


Queste quattro radici saranno due reali, e due immaginarie, cioè æ, x", reali, ed 
x," immaginarie; come già si sarebbe potuto prevedere da che si è riconosciuto che 
il discriminante dell'equazione è una quantità essenzialmente negativa. Sarà facile poi 
di togliere ai valori reali di x’, x" l'apparente forma d’immaginarietà: infatti facendo 
osservazione all’equazione identica 


Var vo a+ 5 + ave 





si troverà senza difficoltà 


! 


x 


to] = 
role 


—=(5-++8,) 





ar (2s — S$, (S*-+ S? Si} ) : 


Nella stessa guisa le altre due radici x, x si potranno rendere indipendenti dalle 
due radici «, 2, e si ricaverà 
II 


XL 
x"! 





en (2s L'A ss; )’- (S+58,)? . 


Con un cangiamento di S in S,, e di S, in S si otterrebbero le altre quattro ra- 
dici dell'equazione somigliante di sopra riportata. 

7° Alla precedente forma di equazioni si riportano secondo un’ osservazione del 
Sig. Hermite diverse altre equazioni, che s'incontrano nelle differenti questioni dell’ 
analisi: fra queste si annovera l'equazione dei moduli, e del moltiplicatore nella tra- 
sformazione di terzo ordine nella teoria delle funzioni ellittiche di Jacobi. Siano se- 
condo le denominazioni usate nel Fundamenta nova, ), k i moduli, e pongasi 


A=vs, k=u4; 
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per la sostituzione di terzo ordine facendo 
__ v(v + 2%)x + ues? 
IT PL vu (0 + Au) 
si avrà 
dy a dx 
Vi—y VA Vy MMVI evi Fa 
ove M dicesi il moltiplicatore, ed il suo valore è 


v 
v + Qu? 


Fra le quantità u, v, sussiste l’equazione 
vi+ uv — Qu — ui= 0. 


Ora tanto questa equazione dei moduli, quanto quella del moltiplicatore M, che si 
otterrebbe dall’ eliminazione di v, sono due equazioni di quarto grado ad invariante 
quadratico nullo, e perciò ambedue riducibili a quelle di sopra risolute : poniamo infatti 


u? 


VE 23 — 


| 


l’equazione dei moduli diverrà 


uò u u ut? 
LE ey ———— }z — 3. — = 0. 
2 7 2% s( 5 ): 16 0 


Nella stessa guisa dal valore di M, col fare Mz — 1, si ricava 


2Mu Yu? 


a es | San: 


d’onde l’equazione fra u, e v diviene 

zi 62°+ 8(1 — 2k’)z — 3 = 0 
Oltre le riportate equazioni di quarto grado, il Sig. Hermite ne accenna delle altre 
ritrovate dal Sig. Joubert, e che deduconsi dalla trasformazione di terzo, di quinto, 
e di settimo ordine nella teoria delle funzioni ellittiche : fermandoci a quella di terzo 
ordine, l’equazioni saranno sempre di quarto, e su quest’oggetto può consultarsi tanto 
la più volte citata Memoria del Sig. Hermite nei Comptes Rendus del 12 Aprile , 
quanto un’articolo del Sig. Prof. Brioschi, e del Sig. Prof. Joubert dei Comptes Rendus 
del 23 Agosto. Così ad esempio del Sig. Joubert ponendo 

U=(kk,  V= NX 


ove 
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= ut V1—k", A= v= V1 — 7? 
l’equazione dei moduli diviene 
Vi— 4U°V3-+ 2UV + Ui— 0. 


Anche dal rapporto dei due Invarianti S, S, del Sig. Aronhold si ricava una somi- 
gliante equazione di quarto grado : infatti avremo 


a. mi — m 
AS, 8m’+1 


ly 


d’onde per m un’equazione di quarto grado. 

8° Ma un’importante scoperta del Sig. Hermite & che sostituendo alle indeter- 
minate nella trasformata di Tschirnaüs delle altre indeterminate convenientemente 
scelte si potrà sempre trasformare un'equazione di quarto grado in altra nella quale 
l’invariante quadratico sia nullo; mi sia permesso di riportare qui brevemente il ra- 
gionamento del Sig. Hermite (Comptes Rendus 24 Mai). Si prenda l’equazione 


axt+ Abo? + 6cx°+ 4de + c=0 
per la trasformata di Tschirnaüs si potrebbe porre 
y=) + ua + vx + pax? 


Il Sig. Hermite con scegliere quattro altre indeterminate T, T,, T,, T, pone per 
la y il valore 


y = aT + (ax + b)T,—+ (ax°+ Aba + 6c)T,+ (ax*+ 4bx°+ 6cx + 4d)T, 


il che porgerebbe i valori di À, x, v. Cid posto eliminando la x fra l'equazione di 
quarto grado, ed il valore della y, si otterrebbe la nuova equazione 


y'+ AP y+ 6P,y’+ 4P3y + P,= 0 
Se l’invariante quadratico è nullo dovrà essere 
P,— 4P,P3+ 3P} = 0 


la quale ascende al quarto grado rapporto alle indeterminate T, T,, T,, T,. Ora 
il Sig. Hermite osserva, che la precedente equazione di condizione è decomponibile 
in due fattori in modo, che ponendo 


f= aT* + ACT? + eT? + 4dT, T,+ 2cT, T,+ 4#T,T, 
I= ae — 4bd + 3c’ , J = ace + 2bed — ad’— eb’— cò 


si avrà, o Tuna, o l’altra di queste equazioni del secondo grado solamente 
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DI SR 
ul == FTP TT,— T)=.0 


Pie nie 9 
PSP MT) = 0 
V—3 

ove I,J sono secondo il consueto i due invarianti fondamentali della forma biqua- 
dratica 


ir (61 + 





If + (61 > 


f= ax + May + 6cx°y + Adxy + ey' 
ed P— 27J° ne rappresenta il discriminante. Di più f è un covarzante di f, mentre 
il-suo valore si deduce dall'espressione 


Be : Be 
U= 5 Dì f + 2XYD,D,f+ Y°Dî}f) 


quando invece di X”, XY, Y° si sostituisca T,, T, , T, e la medesima sostituzione 
si faccia nelle derivate parziali D°f, D.D,f, Dif, invece di a, ay, ye Diepii 
osserviamo, che f si porrebbe sotto il medesimo aspetto della forma f, quando fra 
le indeterminate T,, T,, T, si ponesse T,T,= T} in modo che eliminando T, si 
troverebbe 
Ti f=aT, + 4T3T,4 6cT3 Ti + 4dT, Ti+ eTi 
ma questa supposizione non può aver luogo, altrimenti l’equazioni di condizione per 
l’invariante quadratico nullo si ridurrebbero ad f = 0. Tal’ è il punto di vista ad 
esempio del Sig. Hermite da prendersi per la risoluzione dell’equazioni di quarto grado, 
onde esprimere le radici per mezzo dei trascendenti ellittici. Passiamo ancora a dare 
un cenno della provenienza dei due Invarianti S,S, del Sig. Aronhold. 
9° Una forma cubica ternaria si riduce alla sua forma canonica 


et yt 2°+ 6mayz 
dipendente da una sola indeterminata m. Prendiamo più generalmente 
u= ax’ + by + ca + 6mayz 


e si cerchi il discriminante di u. Come è noto si giunge al valor del diseriminante 
con eliminare le x, y, z delle tre equazioni di condizione 


D.,u=0, Du=0, D.u= 0 
ossia 
ax” + Amyz =0, by + 2maz = 0, c2°+ 2may= 0 
e si troverà facilmente per coefficiente di ciascun incognita con il secondo membro 
nullo, acb + 8m}, e chiamato S, si porrà 
S,= abc + 8m°. 
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Ritrovato il valore di questo discriminante, ricerchiamo qual sia la forma cubica bi- 
naria, e la sua somigliante equazione, la quale avesse per discriminante il cubo di 
S, . Sia dunque l’equazione 
a+ 3px°+ 3qx +r= 0 
il suo discriminante è 
Di (r + 2p°— 3pq) — 4(p°— g)° 
e poniamo 
S = (4m'— Amabe)’— 4(p°— q)° 
e si prenda 
Amt== p° YA, Amabe = q VA 


Dalla prima si scelga 


, 2m° Amabc 
p= — qa ‚ e dalla seconda, ne 





ose 
= 


d’onde 
r + 2pî— 3pq = r —8m°+ 12abem’, 
Ora per soddisfare all’equazione 
(r — 8m°+ 12abem?)’— (4m4— 4abcm)?+ (abe + 8m’)? 
onde sia un'identità, basterà prendere per la r il valore 
r= «bc — 32abem? 
e si avrà definitivamente 
(a°b°c° — 20abem’— 8m°)’— (4m'— 4abem)? + (abe + 8m°)* 

Nell'ipotesi di a = b = c = 1, otteniamo i valori di sopra accennati 

S = Amt -- Am, 32 12-7. 8m? , T = 1 — 20m?— 8m® 
Con i ritrovati valori di p, q, r, l’equazione di terzo grado diviene 
| 6m° ,  12abem 
Rm Va 
la quale avrà il medesimo discriminante che la forma cubica ternaria u. Sostituendo 
infine æÿ/4 invece della x, si ridurrà essa ad una forma razionale 





Di x + abc — 32abcm— 0 


4x3 — 19m°x° + 12abema + a?b?c— 32abem’— 0. 
Gli invarianti del Sig. Aronhold sono anche compresi nei valori di X, Y, V, che 
risolvono l’equazione indeterminata 


X3-+ aX°Y + DXY°+ cY°= V° 
qual risoluzione dovuta a Lagrange trovasi pure riportata da Legendre , Théorie 


Tom. 1. N°. 5. 1858. 41 


322 ANNALI DI MATEMATICA 
des nombres vol. 2° pag. 139: si prendano due indeterminate y, 2, i valori diX, Y, V 
saranno 
X = y'— 2by° 3° + 8cy2°+ (b’— Aac)z' 
Y= — kly— ay’z + byz’— cz) 
V = y°— 2ay’z + 5by'2°— 20cy°2°— (5b°— 20ac)y?z" 
— (8a°c — 2ab° — Abc)yz°— (b’— Aabe + 8c7)z°. 
Pongasi ora a=0, b—0, c—1, i precedenti valori divengono 
X,= y'+ 8423, YVi=— Ax(y®— 2°), Vi=y6— 20482°— 826 
per 1 quali si verifica X) + Yi = V?. Che se di più sia y — 1, z — m, in allora 
Y,, X,, V, coincidono con le quantità di sopra denotate con S, S, , T. Inoltre dal 
rapporto dei valori generali di X, Y si ricaverà l'equazione del quarto grado 
bY + 2aX 
3 


Supposto infine a=0,b=0,c=1,ed, Y = 4Xu, la precedente equazione si 
riduce a 


[ (b* — 4ac)Y — AcX ]254+-4(bX+-2cY)y2*— s( Jr + AXy?z+-Yy'=0. 


zh— Quyz°— y’z — ey 0 
la quale è analoga all’equazione dei moduli nella trasformazione di terzo ordine delle 
funzioni ellittiche. 
Porremo termine a questo scritto con rammentare una proprietà della trasformata 
di Tschirnaüs per la risoluzione dell’equazioni. Se in un’equazione del grado n 


(n— 1) 


n 
ur nt ee 5 ror nni eae CR Che | 


pongası 
y= AH VX +... Se BSG me 
Si sa che la nuova equazione in y ascende al medesimo grado n: ora l’ultimo ter- 
mine di questa equazione è una funzione delle indeterminate À, 1, v .... © dello stesso 
grado n, essa appartiene a quelle funzioni, che diconsi szmili, le quali essendo mol- 
tiplicate fra di loro danno dei prodotti simili : così per l’equazioni del terzo grado , 
sarà una funzione cubica ternaria, per l’equazioni del quarto grado, sarà una funzione 
biquadratica quaternaria, delle quali funzioni o forme se ne è specialmente occupato 
Lagrange come può vedersi nel 2° vol. Euler. Algèbre, pag. 469:lo studio di que- 
ste forme può essere assai utile nella risoluzione di alcune equazioni indeterminate, 
come erano quelle da noi richiamate per gli invarianti del Sig. Aronhold. Esse nella 
aritmetica trascendente rappresentano la così detta Norma dei numeri Complessi: la 
teorica di questi numeri è stato già il soggetto di profonde ricerche dei celebri geo- 
metri Sigg. Dirichlet, e Kummer. 
Roma 10 Settembre 1858. 


—z00:000 m 
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SOPRA LE FUNZIONI SIMMETRICHE DELLE RADICI DI UNA EQUAZIONE. 


CAYLEY. A MEMOIR ON THE SYMMETRIC FONCTIONS OF THE ROOTS 
OF AN EQUATION. Phil. Trans. V. 147. P. 2. 


— Rea 
Rappresentiamo con (re por. sr p") la partizione di un numero n in n, parti 
eguali a p,, n, eguali a p, ,...n, eguali a p,, nella quale 9, >p, >... >p,. 
-Per esempio, usiamo la notazione (5° 3° 1?) per indicare che il numero 21 è stato 
decomposto nelle 7 parti : 
silos Pas Peu es 
La partizione (p, p, , +. P,) è di ordine maggiore della partizione (q; 9. --- q,) 
dello stesso numero, se p, > q; , Oppure se p,==q, € Pp, > 4.2, Oppure se p,q, ; 
p.= Jo € P3> 43, e così discorrendo. Per esempio, l’ordine della partizione (643°) 
è maggiore dell’ordine della partizione (6431) dello stesso numero 16. 
Si dice coniugata della partizione : 


n, N n, 
(1) Pi P; Es -P, 


l’altra partizione dello stesso numero : 


\ 


(2) ((m+n.+ NN a LL el, n)" Pine ) 


I 


È chiaro che reciprocamente la partizione (1) sarà conjugata della (2), e che il nu- 
mero delle parti in una è eguale alla maggiore delle parti dell’ altra. Saranno con- 
jugate, per esempio le due partizioni (6 3°2°) e (5° 31°). 

Se disponiamo tutte le differenti partizioni di un dato numero in ordine decre- 
scente, e quindi ne prendiamo successivamente le conjugate; queste risulteranno di- 
sposte in modo che nessuna conterrà più parti delle precedenti, e quelle che conten- 
gono uno stesso numero di parti compariranno in ordine crescente. Per esempio, le 
partizioni del numero 6, disposte in ordine decrescente, saranno : 

(6) (51) (42) (41°) (3°) (321) (31°) (2°) (2°1°) (214) (1°); 


xe 
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e per le rispettive coniugate, avremo : 
(15) (21%) (2°4°) (31°) (25) (321) (41°) (3°) (42) (54) (6). 
Data una equazione algebrica : 
DE re AH 


le cui radici siano &, , €, , ... Xy5 chiameremo combinazione appartenente alla par- 
CASSE n, N N, . . . N, NR, My . 
nzione |p, P,--- P, |; 0 semplicemente combinazione | p,' p,°- - - Py |» il pro- 


N, N, 2 
COL D TUE 
Pr Pi Pr 


E chiaro che le combinazioni appartenenti alle diverse partizioni di uno stesso 
numero n saranno tutte d'indice eguale ad n. 
Chiameremo funzione simmetrica appartenente alla partizione (pi Pa: + + Pm)» 0 


2 . 3 £ db Pi _P p 
semplicemente funzione simmetrica (pi pa .… Pm), la funzione 2 LAIT, Te 


ve il segno sommatorio deve estendersi a tutte le disposizioni differenti delle radici. 
Le combinazioni appartenenti alle diverse partizioni di un dato numero » sono 
iutte esprimibili linearmente, in un sol modo, per le funzioni simmetriche apparte- 
nenti alle partizioni dello stesso numero n ; e reciprocamente; le funzioni simmetriche 
sono esprimibili linearmente, in un sol modo, per le combinazioni. 
Per ottenere una combinazione [m?(m—1)?...2°1°] espressa linearmente per le 
funzioni simmetriche, bisogna svolgere il secondo membro dell’identità : 


È SÒ q p t a 
Gy Set ay (Dia) (r,%,)° FOO (Dax, DIL reamed LA So oy tise Lm)? > 

ed è facile a vedersi che avremo primieramente, col coefficiente 1, la funzione sim- 
metrica : 


AA 09 
Sortıt HSE PAS Pl pl 


2 m—ı Um? 


la quale appartiene alla partizione [(p+q+ ... +s+t)(p+q+ ... +5)... (p+q)p] 
coniugata a [m’(m—1)?... 2° 1°]; e quindi avremo altre funzioni simmetriche appar- 
tenenti tutte a partizioni del medesimo numero, ma di ordine inferiore alla partizione 
[(Pp+g+. + d(p+9+-. +5)... (p + q)p |e che contengono un numero di 
parti differenti non minore del numero delle parti di questa. Così a; aj, che appar- 
tiene alla partizione (31°), conterrà, col coefficiente 1, la funzione simmetrica appar- 
tenente alla partizione conjugata (41°), e quindi, con altri coefficienti numerici , le 
funzioni simmetriche (321), (2°), (31°), (2717), (215), (1°); ma non conterrà (3°), 
perchè sebbene di ordine minore di (41°), ha però un numero di parti differenti mi- 
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nore. Avremo dunque : 





3 4 8 2 2 m2 2 2 2 
a; 0? = Sait x, 23 + a Ya 0203 + a, Ya 2? at + 3a? x? a; a, 
= a, Sax? La L3 Ly X5 + as WL, XL, %3 Ly, X5 Xe : 
Se indichiamo rispettivamente con 1, 2, 3,...g le w partizioni differenti di un 


dato numero n, disposte in ordine decrescente, con C, la combinazione e con S, la 
funzione simmetrica appartenente alla partizione r, avremo in generale : 


(3) C, = S,r in Ay ptr Dae m Uy,rt42 ne ere eee a Oy u—1 ree - OI 


PE 
dove r' indica la partizione conjugata alla partizione r, e saranno nulli i coefficienti 
numerici delle funzioni simmetriche appartenenti a partizioni, che contengono un nu- 
mero di parti minore del numero di quelle della partizione r'. 

Dando, nella equazione (3), successivamente ad r i valori: u, u—1...3, 2, 1, avremo 
». equazioni lineari, ciascuna delle quali conterrà, col coefficiente eguale ad 1, una 
funzione simmetrica più della precedente : quindi, risolvendole rispetto alle funzioni 
simmetriche, otterremo altre x equazioni con i coefficienti interi e della forma : 


(4) si Cu + LEE Cri + Der Cire + + iz C, + ee C, 3 


ed anche in queste le partizioni r ed r' sono conjugate, e sono nulli i coefficienti 
numerici delle combinazioni appartenenti a partizioni che contengono un numero di 
parti differenti maggiore del numero di quelle della partizione 7’. 

Per avere le combinazioni espresse linearmente per le funzioni simmetriche, e re- 
ciprocamente, le funzioni simmetriche espresse per le combinazioni, non rimane altro 
che a determinare in generale i coefficienti numerici dell’equazioni (3) e (4). 

Il Sig. Cayley ha dato, in 18 tavole, i valori dei coefficienti numerici a,,, e 
b,, per le combinazioni e per le funzioni simmetriche appartenenti a tutte le parti- 
zioni differenti dei numeri non maggiori di 10, ed ha fatto importante osservazione 
che tra questi valori si verificano le relazioni : 


dC, 0; De: 
lo dimostro queste relazioni di simmetria nel modo seguente : 
Prendiamo le due equazioni : 
1—ax+ax—ax+...—+a,x"—=0, 
eb a"-+ ba Pa SL... HO 0. 


La risultante sarà espressa da 


R=(1T-a,x,+a,x —... a, x7)(1 — a, @%, + a x — .… $4, 27) «. 
(1 — a, Ty + A, UF — ... HA, 4%) 
= 1b, y, + da yi — ... = bn yT)(1—), y, + db, y — È On yD) … 


(1-0, y,+ day, — … + bu y), 
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dove €, 3 Xx, - ++ Lm © Yys Ya: +++ Ym SONO rispettivamente radici delle due equa- 
zioni : 

(5) ME b, Te b, et “ae + b,,— 0 | 

(6) y_ayt''ta,y?—-... 200. 


Ore le due espressioni della risultante R sono identiche; quindi, le somme dei ter- 
mini omogenei in indice rispetto ai sistemi di coefficienti dell’ equazioni (5) e (6), 
dovranno pure essere identiche, e avremo : 


a, DX + An Ye, e+... +0 dx, La... 2, 
= b, Nyt + dis di Sy yo +e. + bi Dyı Ya Yn 5 


e se indichiamo con C, , G, , ...C, le combinazioni, con S, , S, ,... S, le fun- 
zioni simmetriche relative all’equazione (5); con K,, K,,...K, le combinazioni, e 
con T,, T,,...T, le funzioni simmetriche relative all’equazione (6), tutte disposte 
in ordine decrescente, rispetto alle partizioni del numero n, alle quali appartengono; 


avremo in generale : 
2 2 
SAR Ser 
I I 


Sostituendo i valori di K, e di C, dati dall’equazione (3), e quindi i valori di 
T, e S, dati dall’equazione (4), otteniamo le due equazioni : 


Sa... T, SOURIS, » 
DUR K, (,= Soe K, C, 9 
le quali dovendo essere identiche, danno : 
ys = Us,r 3 b,,s == be, 3 
come volevamo dimostrare. 


Firenze. Luglio 1858. 
Enrico Berti. 


APPENDICE ALL’ARTICOLO 
« SULLA RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI DEL QUINTO GRADO. » (°*) 





La equazione : 
x(x° + Bik Kk yee 5°/5. O2: kik4 (1 -4k°k°) 
che ha per radici le espressioni (6) o (7), trasformasi per mezzo della sostituzione 
Va = Ay V5 nella: 


(*) Fascicolo IV! pag. 256. 
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(1) y+ 5k°k°y — 2k’k’(1 — 2k’) = 0. 
Questa trasformazione comunicatami dal Sig. Hermite induce a credere che non solo 
le x, , %,... ma anche le Va,, Va, .... sono funzioni determinate di q. I valori 
delle quantità B,, B, ... trovati nell’articolo sucitato dimostrano la sussistenza di que- 
sta proprietà. Infatti le quantità B, , B,, B, .... si possono esprimere in funzione 
delle quattro : 


Co= — A,(4A5 — A,A,), C3= A,(4A5 — A,A,) 
C,= 2A,A} — A}, C,= — (2A,A2 — A?) 
nel seguente modo : 
Bo= — 2(C,G3+ GC), B=—(G + 20,03), B= —(C + 2C,C3) 
Br (role EB 050,0). 
Ora sostituendo queste espressioni nelle equazioni (7) si ottengono evidentemente le: 
t= — V3.(G+ Gr + C,+ CG), = — V5 (C+ a’ C,+ @C} + 0403)? ec. ... 
dalle quali deducesi i valori di ÿx,, ye. .... 
Questi valori danno per le radici dell'equazione (1) le espressioni : 


» 


Nr (C+ C+ G,+ C3) ’ | y= z(eCo+ Ci + aC, + aiC3) 
Yy3= e Co+ 240,4 20,4 C3), = (C+ aC, + a4C,+ °C) 


ys= pit C+ a°C,+ aC). 


Si può giungere anche direttamente a questo risultato osservando che se rappresen- 
tasi con: 
Y+qy+...+gqs=0 
la equazione di cui le radici sono y, , y, +-- Ys, € Si pone per brevità : 
Q.,= CC3+ CC, , Q;= CSC, + Ci C+ CC, 
Q,= Ci C,+ C? C3+ Ci C,+ Ci C,+ 3C,C0,0,0; 


pei valori superiori di Y,; y, Si hanno le: 
5 52 5 A 
Ti 0, = 16 Q, VE 75 &3 ii e) pu Q:). 
Ora pei valori di G,, C,... risultano : 
Q,= — 2B, Q=AC— 5B 
e 0; identicamente eguali a zero; quindi pei valori (5) delle A, B, C si hanno le: 


qi= 0, BHO, = 5k°k°. 
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Da ultimo pel valore di II°(z, , 2, .... 25) trovato nell’articolo suddetto si avrà : 
Qs—= — 2k°k°(1 — 2k’) 

per cui l'equazione di cui le radici sono le y, , y, … sarà la (1). 

È assai rimarchevole la relazione che ha luogo fra l’equazioni (1) e quella data 
dal Sig. Hermite nel suo lavoro « Sur la résolution de l’équation du cinquième de- 
gré » (Comptes Rendus - Mars 1858) Ponendo y = X V—5k°k® nella (1) si ot- 
tiene : 

2 1— 9% 


5 ie BEER NN 
nenn. 


Rem 
e mutando in questa la k ın — si giunge alla : 








k' 
ul 2 1+k 
Xx-X-a =, = 0 
5/5 kyk 
la quale è l’equazione del Sig. Hermite. 
Settembre 1858. Pror. F. Brioscui. 
| — REO 
DIENGER — Abbildung krummer Oberflächen auf einander — Braunschweig. 1858. 
Hirst — On equally attracting Bodies — Philosophical Magazine — September 1858. 
ComBEscurE — Thèse d’Analyse — Sur la théorie analytique des formes homogènes. Paris 1858. 
HEGER — Uber die Auflösung eines Systemes von mehreren unbestimmten Gleichungen —. Den- 
kschriften der Akademie der Wissenschaften — Vien — 1858. 
STEINER — Vermischte Sätze und Aufgaben — Monatsbericht der Akademie zu Berlin — Juli — 


1858. 

Bıerens DE Haan —RaccoLTA D’INTEGRALI inserita nelle Memorie de la Società di Amsterdam: il Sig. 
BERTRAND nei Comptes Rendus du 13 Settembre 1858 fa osservare che in quest’im- 
portante raccolta vi si trovano riuniti più di ottomila integrali, dei quali più di due 
mila ne sono stati calcolati dal dotto geometra di Amsterdam. 
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ERRATA—CORRIGE PEL N. 9 


Pag. 166 linea ultima invece di www, leggasi WW, Ws 
» 167 13 0D=y » — CD = y 
> » 14 cubica » cubica gobba 
» 4168 quartulta. sotto » retta 
>» 169 14 AD? + 403 » AD? + 4C = 0 
» 474 terzulta. ovvero » ottiensi 


in tutta la pag. 171 e nella linea 2 della pag. 172 si mutino i segni diy e p. 
a pag. 172 linea 5 leggasi: §(0 —9,)(9a + 0,y) — 09,2474 496,0 — 0,}?xy = 0 


ERRATA—CORRIGE PEL N° 4° 


Errori Correzioni 
Pag. 206 lin. 27 curva carena 
2.219 » 12 ove ora 
» 222 » 43 anche ambi 
» 225 >» 40 diventano dinotano 


» 253 » 2 (Bu Boye ve Ban) DE buse dan «+ Dun) 
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INTORNO AD ALCUNI PUNTI DELLA TEORIA DEI MINIMI QUADRATI. 


NOTA 
DEL SIG. PROF. FELICE CASORATI. 





1° Si formi, mediante i due sistemi di quantità : 


(RAI PET COTE: POSA DER aces Re 
VERO Pee IRA DOM AE 

atene e ae > Il CS CS a RO (o>n 
CR PE ARTS OMO boh 


un terzo sistema di quantità : 
COMICI Au A 


Cri C2 . . Con 


Cn,1 Cn,2 ze Ensn ’ 
col porre 


(1) Css = Cyr Ge; as or US ne Seba to Uo,r Uh ? 
e si chiami E il determinante, (= En Ga,a << ++ En), di questo sistema. Si im- 


maginino tutti i determinanti, che si ponno formare col combinare ad n ad x le linee 
del sistema (a), disposti con un certo ordine e rappresentati da : 


(2) ARA e CAL), 
dove : 
eee ESS sine. 
EA Ro 
Si indichino con: y, uno qualsivoglia dei numeri: 1, 2,....05 Yrs Y»...., Yrs 


le linee del sistema (a), che entrano a costituire il determinante A, , per modo che: 


a Re Cnc Sc a 

Yy5! Y152 Yx3® 
a (9 ROME CCD NT a 

(3) A, =| Yat Yas? Ya, 
a LI IAN ak, sts. cis a 

Yno 1 Yn 2 Yn yn 
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Indicando similmente con: 


BH hi 


i determinanti, nei quali si cambiano i determinanti A, col sostituire agli elementi 
a. gli elementi b,,,, si ha la conosciuta identità : 

(4) E =—A,B,+ A, B,+....+ A, B, lly 

Chiamando € il determinante, formato cogli elementi c,,,, derizanti dagli e,,,, col 
supporre gli elementi d., ordinatamente eguali agli a,,, , formato cioè cogli elementi: 

(5) Ce OU AO UA 
la (A) fornisce : 

(6) SARE en ee 

Se agli elementi del sistema (b) si sostituiscano i seguenti : 

BE ret DIGG 


NR a 


2 2,n 


DATE 


En nee hen 
ia (4), ponendo : 


(7) d, =k, a,,, th, a,,+-.-.-+,a,,; 
NN coh iy es 


C, 5 LFD ES Cox d, Co rat eine TORTO Coin 


Chit = ihe Weir Chiri d, Chiri US SP ves Cn,n 








Gre a lignea a 
Yo»! Yo Yı Yrolrt Yz," 
IR a dala Acea a 
(9) K,,-= Y291 Yaırıı YU,  Y297+1 Yan |, 
a al EEE a 
Yno 1 Unit Yn Yn Vr Ynyt 
somministra : 
(10) DEA K,, + A, K,, +....+A,K,,,. 





(*) Brioschi, Determinanti, pag. 46. Baltzer, Determinanten, S, 20. 
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2° Un determinante formato con elementi qualsivogliano e quindi anche il deter- 

minante E può svilupparsi, secondo prodotti di elementi di una linea e di una co- 
lonna, nel modo seguente : 


n. dE d (dE\ , 
(1 1) E Crs ca Sl Se Cry Cu,s ict ) ( )» 


de... de, 





dove, come anche in seguito, u e v debbono assumere tutti i valori : 
u = 1 ’ 2, virare “e r—1 9 r+ 1 9 de + 9 n 5 
v= 15 2 Or 80 s—1 . s+-1 ba Pe 1. 


Infatti i termini del determinante E contengono o l’elemento e,, od il prodotto di 
un elemento della p°”* linea per un elemento della s°"* colonna, p. e. il prodotto 


dE 
rs 
3 le 


ficiente poi del prodotto e,, e,, è la: 
d’E 


den des 


en Cv,» L'aggregato dei termini di E, nei quali si presenta e,,,, è e ;1l coef- 


e, siccome : 


(12) dele ner eos ER A mad (12) cr), 


des den de. der Weise WNP 





così è esatto ciò che sta scritto nella (11). 
Il paragone della somma dei coefficienti dei prodotti: 
(13) TASSE IO LO 


nel secondo membro della (11) coll’analoga somma nel secondo membro della (4) con- 
duce facilmente ad una interessante identità. 
Questa somma, pel secondo membro della (11), può porsi sotto la forma : 


dE 
de 





(14) (0 —n +1) 


ni 





Per provarlo, si rifletta che la non contiene © nessuna delle quantita a... 6... 


d 
de 
(3 = 1, 2,.... ) e che, nel fattore e,, , la somma anzidetta € p volte l’unità os- 
sia p; per cui, nella prima parte del secondo membro della (11) cioè nel prodotto 


rs 


E 


de 


ESS 


ae , la detta somma risulta : 





(*) Baltzer, Determinanten, S. 19. 
(**) Brioschi, Determinanti, pag. 8. 
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dE 
des, 





p 


2 
‘a er ( oa ‘ DI 
Quanto alla seconda parte, siécome nella quantità Pa RE che si è detto 
Us r3s 


, non entra nessuno degli elementi a,,, 6,,, e nel prodotto: 





della ln 


Cry Cu,s = (70s sr POSTE Sa Up, Dee) (Gia bi, sa RE cm Won bps) 
la somma dei coefficienti dei prodotti (13) è : 
Ax, ber sa Au be + ARA 3 Upsn ba, = Eno 3 


così, per essa seconda parte, la somma dei coefficienti degli anzidetti prodotti risulta: 


vo 
Uso Yu de, de,.., 2 


ma, rammentando l’ordinario sviluppo di un determinante secondo gli elementi di una 














linea, si vede, considerando il determinante ‚che: 
rss 
d dE dE 
(15) SA 
ded de” 
e quindi che : 
4 d /dE I dE 
dde Cuv Te Fe Pas ke ) 3 
der \dew der 


4 


€ 4 . . . È . 
dunque (n — 1) lo esprime la somma dei coefficienti dei prodotti (13) nella se- 
€ Tas 


conda parte del secondo membro della (11); e però la somma analoga per l’intiero 





secondo membro della medesima risulta, come si è dichiarato : 


dE 


ee 





[p — (n—1)] 


La somma dei coefficienti dei medesimi prodotti nel secondo membro della (4) si ot- 
tiene immediatamente, osservando che, per essere l’analoga somma nel termine A, B, 
ossia nel prodotto dei secondi membri delle due identità : 


no dA, a dA, Cer dA, 
sr day ,r Yast day, ,r ih: Ymyr day vr 
Ree dB, a dB, A dB, | 
a Yosdby ,s Y2»5 dby,,s Uno S dby„,s 
eguale a : 
dA, dB, dA, dB, dA, dB, 


= 





LL I +... dk — ) 
day, ,r dby,,s day,,r dby,,s day yr dby ,s 
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la somma richiesta risulta : 


è [ dA, IA, dB, 
(15) Dia Ser | 


Scrivendo adunque che questa somma è identicamente eguale alla (14), si ha: 
dE dB dA, | 
9 


= 5, [er us 


day, r dd... ,$ day, ,r dby,s 


day,, r db, 3a day yr Udy ,s 











(16) (p_n+1); 


nella quale y assume tutti .i valori 1, 2,..... 0. 








Se agli elementi b,,. si sostituiscano Sana gli I a.» dalla pre- 
(17) ( +1) i 
i ‘AP 
i dc, 


cedente identità, supposto inoltre sr, si ottiene : 
C | —) dA, } 
== D : — _ . 
” d day, yr day, yr 


3° Siccome E è una funzione omogenea lineare rispetto agli elementi: 





(18) Cee ste n AL 
così si ha: 
IE IE | IE a 
(19) Ta ei El Op, (ne, MI 
da,,, da, , da,,, 


Se nel primo membro di questa equazione si sostituiscano agli elementi (18) ordina- 
tamente gli elementi : 


Vas NEE EA 


nel secondo membro si dovranno ritenere eguali fra loro ciascuno a ciascuno gli ele- 
menti : 

Cri 9 Er,2 9 OO EE NT Cnn 3 

een UC, 


ossia quel secondo membro diverrà nullo, sì che, supponendo successivamente u eguale 





ad 1,2,.... r—4, r+1, ....%, si avranno le: 
dE dE dE 
Li TTT sa TTT + 4, A 
aldo ” da,, ee 
dE dE af dE 0 
ie da, en | IR ai = Dgr? da,,, = 
20 
ay dE dE di dE 
I,FHI d n 2,741 da, PT 1 d = ’ 
dE À dE fain, HU 0 
I,n da, 2;,n d Fe . . pn da, 
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similmente si hanno le : 





dE dE dE 
b ee na 2,5 re re we b s Crepes mei i 4 
spora + da, db, à An Di 
(21) 
dE dE dE 
D, —— u TT Ah — = (} 4, 
A db, E da, db... ar Den abs È 
Si derivi la identità : 
2 dE dE 
E — or 1 - BEUTE a C, en |) 
dee SANE 


rispetto ad a.,.,; osservando che questa quantità nel secondo membro non si presenta 


5 


se non nei fattori e,,, , .... @,, e rammentando come siano formati i fattori stessi 


q = 


cogli elementi a,,,, b.,, si avrà la: 








dE dE dE 
(22) = b,, — +... + dan — 
da, dea de, 
ne dE st 
la quale, moltiplicata per —— , fornisce : 
db... 
dE dk dE i dE ne di dE dE 
Se) EE Se = Eee dns le le Rp - —— > 
da... db. , dee i deg SEAL 
da questa identità, ponendo in luogo di 2 successivamente 1, 2, ....p, se ne ot- 


tengono p, che, sommate, avuto riguardo alle (21), danno : 


dE dE dE dE . dE dE E dE 


de; dia da UN, de,.. 





(23) 


Ps? 
Se suppongasi che gli elementi d,, divengano ordinatamente eguali agli elementi 
a... , allora le quantità : 
dE dE 


> 


diventano eguali fra loro; come eguali fra loro le: 


dE . dE 
da, db. 


e diventano eguali: le prime due alla metà della derivata totale di E, ossia di €, 
rispetto ad a, (con derivata totale volendosi esprimere la derivata di E rispetto a 
quell’ a, che entrava già prima in esso ed all’ a,, che ha preso il posto di b.,); 
le seconde due, similmente, alla metà della derivata totale di C rispetto ad a,,, € 
la (23) nella stessa ipotesi, diviene : 
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alle dG — dC C dC 





AT hes eher) —— = & . 
SON CAT Tr 4 da,, da,,; do 








Supponendo s = r, si ha: 


1/7 aC \ Vy LO dC 
CH, (a) I WET (x ) + Rire 


\ Po? eS 





4° Le quantità : 


1 dC 1 dC dG 


25 ott aa — 
(25) AC dame 2C da, 2C da,,, 


hanno la rimarchevole proprietà di essere quei valori delle quantità : 


y r 
Cnam enr he. 9% 


p> 
soddisfacenti alle n equazioni : 
One A ete RER + a,,, 5, = 0; 
¥ È Es 0) 
ei Cole IG ale 5 a + Gp,r—1 Sp —Ù) 
(26) DE El ta, 1, 
eve dae CSS TU Pour 0, 
N Le ie dials + don & = 9, 


pei quali riesce minima la somma : 
22 £2 c2 
PELLE FE +5. 


Infatti che le quantità (25) soddisfino alle (26) è chiaro per ciò che divengono le 
identità (19) e (20), quando suppongansi gli elementi 0,, eguali ordinatamente agli 








| . … dE 1 dC î el. 
elementi a,,, © quindi--— = = —— ; quanto al rimanente, si moltiplichino le (26) 
da, , 2 (RE 
ordinatamente per : 
dC dC dC 
i a ee TE N ee le > 
de: OC. det 
e si sommino, raccogliendo le É, , &, ..... &, ed osservando che dalla (22), sup- 


osti gli elementi d,, eguali ordinatamente agli a.,, si ha: 
oO Zyl Te] Ò mas 


CC ME Do Cy sch Opty 


> 


(27) Poli ee oe 


= Cr r—=1 An C Con 


RTE ‘eee 
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si otterrà : 
Aal, 1 dC dC 


0 due ee 2 das si Aon. 


Ser 








dalla quale, per la (24) : 


1 Leni 2 dc, (1 dC LA a eat 
HOT Te Nat, re Sr: 2C da,“ 


e quindi, moltiplicando per 2 ete. : 


e sale iar a 1 dC fe 1 ac \7 
ARA Ire Farra aci 


: ler 
+ ....+ DIESER 5 


e però, come si è dichiarato, la somma dei quadrati delle (25) è minore della somma 
dei quadrati di tutte le altre quantita, &, 5 .... &,, soddisfacenti pure alle (26). 
Dalla (27), moltiplicata per k,, osservando la (7), si ha: 


p LEG dl dC dC 


I ai le eil, 
2: ee ee fa dana 


| dC - dl | 1 
il secondo membro della quale, per essere Tagli PERL che uno sviluppo del 
ER QUES 











determinante D, ; e però : 


(28) lé qe + ge te te |=? 


2 p 
2 ion due da, 


’ 


r 


———._rrr _ 


Il principio dei minimi quadrati consiste, come è noto, in ciò : che, avendosi un 
numero di osservazioni maggiore di quello strettamente indispensabile, al sistema delle 
quantità realmente osservate, debbasi sostituire un’altro sistema di quantità tale che 
per esso scompajano le contraddizioni fra le osservazioni o le loro conseguenze e riesca 
minima la somma dei prodotti dei quadrati delle differenze fra i valori osservati e 
calcolati per i quadrati dei numeri esprimenti il grado di precisione ossia per 1 nu- 
meri esprimenti i pesi delle varie osservazioni. Si sa che venne proposto da Legendre, 
nell'opera « Nouvelles méthodes pour la determination des orbites des comètes. Pa- 
ris, 1806 », siecome mezzo il quale, togliendo ogni incertezza di procedimento, for- 
nisce tante equazioni finali quante sono le incognite o gli elementi a correggersi ed 
introduce eleganza nei calcoli. Gauss, il quale sino dal 1795 usava del principio 
stesso e l’aveva anche comunicato a varj astronomi, cercò, nella sua « Theoria mo- 


PURA ED APPLICATA. 337 
tus corporum coelestium, 1809, » di appoggiarlo alla teoria delle probabilità, dimo- 
strando che, in forza della medesima, esso somministra la combinazione più vantag- 
giosa delle osservazioni, qualora la probabilità di un errore d’ osservazione, A, sia 
espressa dalla formola : 


(29) — er, 


ipotesi che si può risguardare come conseguenza o racchiude in se il principio della 
media aritmetica, cioè che, se di una quantità siansi ottenuti più valori per mezzo 
di più osservazioni immediate fatte colla medesima diligenza in cireostanze simili, la 
media aritmetica dei valori osservati fornisca il valore più probabile di quella quan- 
tità. La dimostrazione che Encke volle dare di questo principio e che trovasi nel 
« Berliner astronomisches Jahrbuch für 1834, » nel quale ed in quelli per gli anni 
1835, 1836 il prezioso lavoro di Encke è contenuto, giova a rendere più palesi le 
supposizioni sulle quali il principio stesso è basato. Dopo Gauss, Laplace nella « Théorie 
analytique des probabilités » dimostrò che, supposto grandissimo il numero delle osser- 
vazioni, il metodo dei minimi quadrati è preferibile ad ogni altro, qualunque sia, purchè 
sempre la stessa, la legge di probabilità degli errori. Gauss, ancora poi, nelle Memorie 
presentate alla Società Reale di Gottinga negli anni 1821-23-26, battendo una via dif- 
ferente dalla prima, confermò vie più il metodo col dimostrare che esso fornisce le 
combinazioni le più vantaggiose delle osservazioni, non solo approssimativamente ma 
anche in modo assoluto, qualunque sia la legge di probabilità degli errori ed il nu- 
mero delle osservazioni, purchè si ritenga il valor medio del quadrato dell’errore sic- 
come la quantità più adatta a definire e misurare in modo generale la incertezza di 
un sistema d’osservazioni; esso definisce, propriamente, l’error medio (a temersi) come 
la radice quadrata del valor medio anzidetto. Bessel, nelle profonde e soddisfacenti 
sue « Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeit der Beobachtungsfehler. Schumac- 
hers astronomische Nachrichten, N° 358 e 359, anno 1838, » trova che — ammesse 
due condizioni, cioè che molte siano le cause concorrenti a produrre l’errore d’osser- 
vazione e che degli errori medj da ciascuna di esse derivanti, nessuno superi consi- 
derabilmente i rimanenti; la prima delle quali Bessel fa sentire come verosimilmente 
sì possa in generale ritenere sussistente, e così pure la seconda, in osservazioni giu- 
diziosamente istituite con istrumenti armonizzanti nella precisione delle proprie parti — 
cause di errore, comunque influenti, alle quali corrispondano cioè leggi di probabilità 
e limiti degli errori qualisivogliano , concorrono alla produzione di errori d’ osserva- 
zione, che si accordano ossia confermano la legge esponenziale (29); propriamente la 
funzione (29) risulta il primo termine di una serie, esprimente la probabilità di un 
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errore complessivo d'osservazione, della quale i termini successivi divengono tanto pitt 
trascurabili quanto più grande è il numero delle cause di errore cooperanti (*). 

I° Siano VISIVI, EV funzioni Melle income SOA 
.... 0, valori per quelle funzioni somministrati immediatamente 0 mediatamente dalle 
osservazioni; Mi , m,,....m, gli errori medj a temersi; p,, p.3--.. pp i pesi di 
siffatte determinazioni, le quali si suppongono indipendenti le une dalle altre. Nella 
ricerca dei valori più plausibili delle x, le V, si ponno ritenere funzioni lineari 
delle medesime, che, ove nol fossero, tali si ridurrebbero, introducendo in luogo delle 
incognite primitive le loro differenze coi valori approssimati , che sono bene spesso 
conosciuti o si ponno calcolare col soccorso di n fra le equazioni fornite dalle osser- 
vazioni. 

Ponendo: 


(30) EN — O.) VP rs suet Va On) av 


si sara nelle stesse condizioni come se osservazioni immediate, egualmente precise , 
delle quali l'error medio sia m,yp, = m,yp, =.... od il peso sia l’unità, avessero 
somministrato : 


| 
= 


(31) Us) ee Uae ee yet) 


Siano ora: 





(*) Se si suppone, come Hagen, = Grundzüge der Wahrscheinlichkeits — Rechnung. Berlin, 1837=, 
che, in ciascuna specie di osservazioni, esista un certo numero indeterminato, grande, di errori elemen- 
tari, indipendenti gli uni dagli altri e della stessa grandezza assoluta, i quali possano essere indifferen- 
temente positivi o negativi, sì che i veri errori esistenti risultino dalle somme algebriche degli errori 
elementari, la legge di probabilità di quelli è la legge dei coefficienti dello sviluppo di una elevata po- 
tenza di un binomio e quindi, approssimativamente, com’e chiaro, la legge (29). Siccome lavoro tendente 
a dimostrare il principio dei minimi quadrati dietro considerazioni non tanto elevate è notabile, sebbene 
pur troppo non in ogni punto soddisfacente, quello del Sig. Biver, che trovasi nel= Journal de Liouville, 
T. 18, année 1853. = Esso immagina una funzione delle correzioni a ritrovarsi, che chiama rischio di 
errore, della quale sviluppando gradatamente il concetto e le conseguenti proprietà , conchiude potersi 
esprimere con una funzione della somma dei quadrati delle correzioni, di forma indeterminata, ma con- 
tinua e crescente o decrescente al crescere o decrescere della somma anzidetta; così che, mentre siffatta 
indeterminazione della forma della funzione esprime analiticamente il vago inerente alla natura della que- 
stione ed alla definizione del rischio d’errore, il più plausibile sistema delle correzioni viene ad essere 
ciò non ostante determinato, dovendo per esso riescire minimo il rischio d’errore e però minima la somma 
dei quadrati delle correzioni. 

La teoria dei minimi quadrati, all'incremento della quale concorsero gli autori nominati, Argelander, 
Hansen, .... , trovasi esposta nella prima parte del = Lehrb. der höh. Geod. Darmstadt, 1845—1846 = 
di Fischer (a cui fù del massimo giovamento il su citato lavoro di Encke) in modo da dispensare chi lo 
studia dal ricorerre a molte delle fonti originali; nell’apprezzata opera del Liagre= Calcul des probab. etc. 
Bruxelles, 1853 = la teoria propriamente detta non trovasi invece sviluppata quanto le applicazioni ; in 
quella pure stimata del Gerling = Die Ausgleichungs-Rechn. der p. Geom. Gotha, 1843 = la medesima 
è fatta soltanto oggetto di un cenno storico. 
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v, == Ar Li che d,,2 X, > comit Ed = An x, Gui k, 9 

Va = Ga, Cr +0,,%, +....+4,,2;—hk, 
(32) 

Up = Gp, Lr + Oy, La +... +O, 2, — hp. 


La somma dei prodotti dei quadrati delle differenze, fra i valori osservati e quelli 
a caleolarsı coi valori più plausibili delle incognite, per i pesi delle osservazioni corri- 
spondenti risulta in questo caso : 

(33) Sv tn +... HU. 
Acciocchè riesca minima questa somma, dovrannosi determinare le x, coll’uguagliare 
a zero le derivate parziali di essa rispetto alle x, medesime; si hanno dunque, rite- 
nendo le denominazioni superiori, le n equazioni normali : 


Ur vy ee fa re hr Vp — Cri Li + ae + “ta Cran Un <a d, = 0, 
ya Vy Fe. + Goa Up Car tr. + Con En — d, = 0, 
(34) 
Bsn Vy tee oe eH Gon Up = Cna By Te ees + Cnn By — del), 
dalle quali : 
D, 
35 ve = — 
(35) n 


dove con X, intendesi il valore corrispondente alla incognita @,, il quale soltanto per 
comodità di ciò che si ha a dire fu posto sotto la forma precedente. 

Siccome, qualora d’una funzione F delle V,, V, , .... V, si determini il valore 
sostituendo in luogo delle medesime i valori O, , O, , .... O, trovati colle osserva- 
zioni, il peso P di tale determinazione viene espresso dalla : 


1 dF \° 1 dF \* 1 
36 — — | —— } — ae | 
on P (m) Pı = Fa Gr) Pe 
dF sa. Baye , i 
nella quale per le IV. voglionsi ritenere i valori che assumono le derivate parziali 


5 


della F rispetto alle V, col sostituire a queste i valori O. ; ovvero se si consideri 
la F come funzione delle v, , v, , .... v, , il peso suddetto viene espresso dalla : 


1 dF \° dF \° 
(37) (5) +....+ (=) È 


così, per avere il peso della determinazione (35), basterà osservare che, dalle equa- 
i 
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zioni (34), si ha: 
a a MUR CN ro Ce 


Car ee Carr a dial DAR ur CH 


1 


Cc Cord, ua re Gia eet, Cei 


nyt dose 


ed anche, rammentando che, se gli elementi di un determinante risultano dalla somma 
di più quantità, esso è eguale alla somma di tanti determinanti quante sono quelle 
quantità, ed osservando le (8) e (27), si ha: 


CE dC mére 4 dC 
"= ala AE EIN 30 da, Up; 
di modo che, per la (37) e (24), detto P, il peso cercato, si otterrà : 
1 1-96 
(38) Pi Gg Cod cà 


la quale mostra che lo stesso valore si ottiene da quello (35) di X, o ciò che è lo 
stesso da quello ricavabile per x, dalle equazioni normali, col porre in luogo delle: 
do. Oey 5 Oye Urry EVO A Ele): 

Se, in luogo di determinare i valori di x, col fare che riesca minima la somma 
(33) , si seguisse la via indicata da Gauss nelle su citate Memorie presentate alla 
Società Reale di Gottinga, sarebbe d’uopo cercare qual sia la combinazione delle equa- 
zioni approssimate (31) per la quale, ottenendosi identicamente : 

(39) OU V BEE WIR, © OX, 
dove 9 rappresenta una funzione che si annulla per v, = v, —...— 0 ed X, una 
quantità formata soltanto colle 

Arr 9 k. (= ibe DA goa 
riesca minimo l’error medio 0 massimo il peso di tale determinazione. Ora questo 
peso viene espresso, per la (37), dalla : 





(40) E; eu 2 2 : 2 5 
do do do 
el re Era el 
dv, dv, dv, 


quindi la 9 dovrà esser tale che riesca minima la somma : 


dg \° do = do $ 
41 —_ ef Ata n Lei 
Kal (=) a () 25 a (52) 


Inoltre, derivando la identità (39) successivamente rispetto ad x, , %,..--+ &, > 
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ed osservando le (32), si hanno le : 


d 





rando un LA 
Qi TR u: ati i Rino IS È do, ot) 
dg do do 
E dv, Ay pr 7 dv, ER in DCE er: dv, Apr ? 
dg dp dg 
= dv, Ar + dv, da, u TERRA + dv, Gor > 
do dg do 
Eee dv, Air dla dv, Wo roe aru. e aa dy Wo rat ’ 
do do do 
m Un qu, 02" ne ne sde ap ele re m: 


e però, per quanto fu detto delle quantità (25) soddisfacenti alle equazioni (26), si 
vede che le stesse quantità (25) sono ı valori delle : 


do do do 
dv, ° dv, dv, 





che soddisfanno alle precedenti equazioni e rendono minima la somma (41). Pertanto, 
in virtù delle medesime equazioni e della (28) essendo : 


If ee Oi FIN SRE 
2C Wee a tr Pa ee ay FETE 


la (39) si confonde colla (35); e cosi pure, per la (24), la (40) si confonde colla (38). 
Il valor minimo §,, della S, (33), ossia la somma dei quadrati delle v,, v,, ... v,, 





nelle quali si pongano i valori TC tu tree TT in luogo delle x, , x,,....%,, Si 
può scrivere come segue : 
> ge > cl ae. + Sean dey — 2Ÿ, k. toy | HE 
OVVero : 
DE ele Cit... + At — 24, + SH 


„esıma 


sı che, essendo, per la ı equazione normale : 
D D, 


Gao +e ee N, 
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si avrà: 


D D D 
A a a ee PIE ee LE do 
SOS C d, C IE dG 
od anche per la (35) : 
(42) Sa = Yak — d, X,—d,X,—.... —d, X, 


la qual formola, trovati i valori X,, X,,.... X,, è assai comoda per calcolare 
Jas 

Si cerchi ora quali relazioni sussistano fra il valore (35) della x, edi valori che 
si ricaverebbero per la stessa incognita dalle equazioni (31), combinandole ad n ad 
n fra loro; fra il peso P, e quelli di queste altre determinazioni e fra i valori cor- 
rispondenti della S. 

S’immaginino per chiarezza tutti i sistemi di n equazioni ricavabili dalle (31) di- 
sposti e numerizzati similmente a ciò che si è fatto pei sistemi di elementi &,,, co- 
stituenti i singoli determinanti (2); così che l’y°*"° sistema di equazioni risulti dalle: 


(43) vi 0,0 va — De EE 
Yı Ya : Yn 
Ricavando dalle equazioni : 
i Bed MR Hark 
Y91 Y;»2 Yon Yi Yi 
a XA ta ZX, +. a 0. — ke 0 
Yost 23° Yoan Yo Yo 
a XX, +a Ce ees I kun, 
Ynot Yo? Yn gt Yn Yn 














dA dA 1A 
Berner A + k d + es ee è» : x = K, r) 
y, da y, da y, da ’ 
Yiot Yost Yayr 
si ottiene : 
= ole. a 4 | dA, nen CA dA, a | 
r A, A, da y, «ue dada Ria da Y, ? 
Y19T Y.,T 


dalla quale risulta che il valore X,,, della x, fornito dall’y“"’ sistema ed il peso 


P,,, corrispondente, per la (37), sono espressi dalle : 
Ka 
(44) X, 


y 


Re TREE dA, \? 
sd) I 


Yor 
Y 1939 YngT 
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Per le (6), (10), (35) e (44), si hanno: 
| 5 A,K,,+A,K,,+.....A,K,, 
(46) Se eee EE ESTATE TT eat Vor Ser 
Ai + A5 +....+ Ai 
(47) CX, = ATX, +AX,, +.... + AÏX,.. 
Per le (17), (38) e (45), si ha: 


? 


4° gat! 
Den ipo 


>” Gr 


+ A 


DD 





rat 


ovvero fra gli errori med) 
MEMI EN OU 


corrispondenti a quei pesi : 
(49) CM? DRE Tee (a M,+A M,+....+ A M.) 1 
(Sarà continuato). 


Pavia, Settembre 1858. 
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SOPRA I COMBINANTI. 
NOTA 
DEL PROF. ENRICO BETTI. 


PEO 


Un combinante di un sistema di n Forme con n + 1 indeterminate : 


mr, TT," ER A 
if > N r (pi Pa sees DO: y, Une ar Yo? 
Tgr: 


Tn 


sl; 


ne" METTENT rota ar in In 
visi N, P = (Te r, ene Va y, Un: ala y, Yo e) 
I 


ee 


mt, TT rt, Tr 
TD) N ee Oe lin Oi, a y" (*) 
Tera ar 


Cota; 


è una funzione razionale omogenea delle indeterminate e dei coefficienti (r, , r, ...r,), ; 
che è covariante o invariante simultaneo di tutte le Forme del sistema (1) e gode 
la proprietà di riprodursi moltiplicata per una potenza del determinante : 


d SI Or Bas Ban) ’ 
quando in luogo dei coefficienti del sistema (1) si pongano quelli del sistema : 
ee ne Sma iat 
eo sata Bice: + Bir fr ’ 


De IV OS on pores + Bin fa ¥ 


Quindi, affinchè una funzione K sia un combinante è necessario e sufficiente che so- 
disfaccia alle due equazioni : 


(2) 1 | eta irre ren) 
= Ken ’ Ba (Pata sas aah ico OAS St en rss | 
(3) DK RE dont 


Kin... rar nl to A | 


(*) Per le notazioni vedi pag. 193. 
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dove v e x sono numeri interi, e n, (r, r,... r,), e D sono determinati dall’equa- 
zioni: 

Nn = Aro Yo + era Yi + Gra Ya Te we + en Yn 


mr, TT r r 
2 , mirata n—I  'n 
SN, LE Sk Pn); An Int Susa N, No 
, eta tata "n 
ero LORO CELA fe, 


D =Y(* Bog Hy Ana + + + Ann) 


Per soddisfare all’equazione (2) bisognerà che K non contenga altre funzioni dei 
coefficienti, fuori che i determinanti: 


(4) 3(= IE coe (aes ad hen med (eee ng re) 


il numero ¢ dei quali è dato da 


ZUR) 
1223 nin 





’ 


essendo 
(m+1)(m+2)...(m+ n) 
een 


Affinchè una funzione K verifichi I’ equazione (3) è necessario e sufficiente che 
siano sodisfatte l’equazioni comprese nella seguente : 


A d 
(5) ( Ae lana a) = 0 ? (8) 
n—t 
nelle quali ¢ ed w sono numeri differenti, interi, positivi e <n + 1, e 
; d | 
A => Simeri) (ri eee Put + 1 yo... r, +1, eee 7) TPS oo er I se be u 5 
WEE By acts ep 
d 


ho Sy (eo RA] (RR peg I tk beret SONE 


Ae sete 


I determinanti (4) sono tutte funzioni razionali di uno solo di essi, e delle so- 
luzioni comuni all’equazioni (1) (quando si faccia y,—y, %,); le quali indicheremo con 





(*) Pag. 160 e 196. 
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N er 
XX, Cn ? 


dove 6 = m”. Infatti, si prendano le o equazioni risultanti dall’eliminazioni succes- 
sive di n—1 termini qualunque del sistema (1) dove si è posto y, = y, %,. Cia- 
scuna di queste equazioni avrà per coefficienti p — n + 1 determinanti (4), quindi 
sostituendo successivamente in ciascuna p — n sistemi di soluzioni comuni (6), egua- 
gliandole tutte a zero, ne potremo ricavare i valori dei o — 1 rapporti dei deter- 
minanti (4) a uno qualunque di essi, espressi razionalmente per le soluzioni comuni (6). 
Potremo dunque riguardare ogni combinante K come funzione razionale soltanto delle 
soluzioni comuni (6) e di una funzione dei determinanti (4), la quale potrà essere 
la risultante dall’eliminazione delle indeterminate del sistema (1), quando vi si ponga 
Yo = 0, eche indicheremo con P, . 

Effettuiamo questo cangiamento di variabili nell’equazioni (5). Perciò, richiameremo 
le formole dimostrate nella Memoria sopra le soluzioni simmetriche delle soluzioni 
comuni a più equazioni (pag. 193). 

Siano : 


0 
0 l 6—s 


. e e . > ° . 


6 
6 (n) „I—s 
R= Poa. Er 
4 


l’equazioni risultanti dall’eliminazione dal sistema (1) di tutte le incognite fuori che 
una sola, quando però vi sia fatto y, = y, x, . Avremo : 


À, y De A ’ 
se £ è differente da n, e 
0 
(n—u) (5) 
Am ES == Le =? CE Po y Vu ? 
4 EY 
e (see (5) (i a (2) er AED, (5) Ù% 
À, x =D, A,X, „= ve ER 3 A en = 1 9 AT Li =. RER: RER 2 ( ) 





(*) Vedi pag. 195. 
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essendo p differente dat, e ¢ e uw differenti da n. Onde l’equazioni (5) divengono 


1 9 dk dK 
bah À "= % nt (5) — — , 
( fall Yn—w o) DI gd dr ta er dy, 1 


1 





d 6 dK dK 
ons fF ys yates ZINN = 
( tyn rn): > da + Yay 0, 
n—1 0 dK dK dK 
= A Er Baar (s) a” DR Sr 
( nu Yn—u i) D 2 Tron À np da, sia I tl D Ynou dy, 
Ma il combinante K dovendo essere una funzione omogenea, se è di ordine A, avremo: 
dK dK Pia ti dK IK: 
Te Yo = JM dy, ® Yn dy, u ) 


onde 


dK n—4 dk 
ee Net see pata se 
O PTE 17 eh x EAU las 


Sostituendo questi valori nell’ultima delle precedenti, avremo le seguenti equazioni, 
che saranno le caratteristiche dei combinanti : 





9 dK dK 
' DR (5) — 0, 
(7) DE K Oi 2: Lin da. m EP dy, , 0 
dK dK 
(8) Q,. K =>; da, + ge dy, n — (0 ? 
n—1( 6 dK dK _dK | 
9 OF K = wi Te 5 ar Ynou Yr—p 
ay, 212. ERE ie au 
n—u IK 
+ lo) È =p = neu K = 


E facile a verificarsi che sono integrali dell’equazioni (7) e (8) le tre funzioni: 


AGE EE Vs Re A 
I u (n) I I In (r+1) 
Yi, Li X, eeee x, Li X, Li .... LK, 
N Il (n) I 14 Hi (n-PI) 
p Lan Ha L, cei L X, I À, wee X 
bo lis, ==|Y2 x z 3 ? Peres ay >= = a 2 2 
1 | (r) N M IlI (n-+1) 
Yn Xn x, PSE X, Xn X, Ln VA x, 


Quindi una funzione : 


348 ANNALI DI MATEMATICA 
(10) C=PMh mu 


2***°n I 


(dove il segno II indica che si deve fare il prodotto di più fattori che si ottengono 
dando agli indici dei valori qualunque) sodisfarà tutte l’equazioni caratteristiche, se 
prendiamo p e gl’indiei dei differenti fattori in modo che G verifichi tutte le equa- 
zioni (9). 

Ora, abbiamo 


0 
An. p—-1 Dir—u) __ Pp (s) 
OF Pt ae pP, PY eat =. ePf ds ae ’ 


4 
n (s;) 
h = aH 6 ; + on h , 
Ve ar tali di Hit Un u en 


ii (0) 
Qu Ga LE Mi Pam Hy, t 3 


“nr 1 Tee urate yl 


onde, se A è il numero dei fattori h 4 
§ 


Vanta 


= Se ms) RR (ti) 2 
DE C i SE PSs Tu ui > >; Lou +: Lors zu AYn—u C ? 
4 1 


1 
n (s;) n+l tà) 6 (s) 
(11) D di Cru de 2 vi.) = edi: Urso ? 
È 1 


Qui È = Ay. G, 
cioè la funzione (10) sodisfarà a tutte le equazioni caretteristiche di un combinante. 
Dunque K = SC sarà la forma di un combinante, se prenderemo la somma in modo 
che risulti simmetrica rispetto alle soluzioni comuni (6), e quindi (*) esprimibile per 
una funzione razionale e intera dei coefficienti del sistema (1). 


Firenze, 12 Settembre 1858. 


avremo 





(*) Vedi pag. 202. 
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LA TEORICA DEI COVARIANTI E DEGLI INVARIANTI DELLE FORME BINARIE 
E LE SUE PRINCIPALI APPLICAZIONI. 


MONOGRAFIA 
DEL PROF. FRANCESCO BRIOSCHI. 


(Continuazione V. pag. 309.) 


KID 


Cap? 3° DELLE EQUAZIONI ALLE DERIVATE CARATTERISTICHE 
PEI COVARIANTI E PER GLI INVARIANTI. 
1° Abbiamo osservato nel Gap? antecedente ($. 3°) che essendo: 


(Day ii (Ca et Cee een C.) (5 
e p(x, y) due covarianti della forma u, se si pone : 


m 


po (2x = = Le YA oh + x)= (Co ? Cie EE C,,)(X, Mob ’ 


i coefficienti C, , C, .... sono formati coi covarianti associati Yo , Y,.... 4, del co- 
variante $, come i coefficienti c,, c,.... del covariante 9 lo sono coi coefficienti 
della forma data. Ora considerando C, come funzione di ,, J, .... si hanno le : 


dC. x dd, dy, dC. n dC, dy, 


— _— 


> ee Ore il ni pi 


dy dC, dp dl. — > dc, mate dy, dy dy, ) 


e da queste : 


dx dy dy i eae ee 


dx dy dy dx 
ma per la (18): 
dp dC, dy dl. ie. dp da, dv da, 
de dy dy die dx dy dy dx 
quindi rammentando la (12) si avrà : 


dy dC, dp dC, _ : 
lm Cm A] 


Analogamente supponendo nella (7) 9 = u le formole (12) (13) danno : 


dy dy, dd dy, | | i 
da ‘dy. =>; dy de dx = $ [ (n mr re: eae r(s da 1)hy,_: | 
per cui sostituendo e ponendo per brevità : 


2 dl. : 3 dC, 
(24) M(C.) ce di ni, ds, ’ N(C.) = > (n — TV pat ids 


r 0 
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si ottiene la seguente equazione : 
N(C.) = (m ii C,H: = (8 — 1)h| M(C,) ra eC, i? 
Osserviamo che Je espressioni : 
M(C.) DE Ce ’ N(C,) Er (m = ler: 
sono identicamente nulle allorquando suppongasi il covariante 9 eguale alla forma u, 
giacchè in questo caso le C,, G, .... coincidono ordinatamente coi covarianti do ; IR 


… Ÿ, 3 perciò l’equazione superiore dovendo sussistere qualunque sia il covariante 9, 
si spezzerà nelle due : 


(25) M(C.) — :C._, = 0, N(C.) — (m— e)C. = 0. 

2° Queste equazioni contengono evidentemente una proprieta relativa al modo di 
composizione dei coefficienti C,, C,.... coi covarianti do, ÿ,..…..; ora questo modo 
di composizione si è dimostrato identico a quello dei coefficienti €, , €, .... del co- 
variante 9 rispetto ai coefficienti a,, a, .... della forma u; se dunque indichiamo 
come nelle equazioni (24), con P, Q i simboli di operazione : 


n € n d 
Yr Pr rm e Di, (n — ra, ae 


si avrà che un coefficiente c, di un qualsivoglia covariante 9 della forma u dovrà 


- 


soddisfare alle due equazioni seguenti analoghe alle (25) : 
(26) Deo sone O( Cy = (8) CE 


Questa proprieta dei coefficienti di un covariante conduce a molte ed importanti con- 
seguenze. Osserviamo dapprima che essendo c,, €, .... funzioni di a,, a, .... si ha: 


— = 











d dp de, do de, de dc, 
da, de, da, dc, da, a dc, da, 
per cui saranno : 


m m 


d q 
PH, PC), Qe) = S52 Oe, 


0 
ma : 
dg m(m — 1) .... (m—s + 1) 











de; at ROME er Te! 
quindi per la (26) risulteranno : 
P == x m(m LS 1) do (m iS Si 1) MS 475 
le Weer = 1) ne al 
a es m(m FE 1) ne (m — s) m—S 35 
NT e i 
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OSSIA : 


d 
(27) P(g) = y= i 


= Lit % 
u 
equazioni le quali debbono essere soddisfatte da un covariante © qualsivoglia. 
Se con QP(c,) , PQ(c,) si indicano i risultati che si ottengono eseguendo sulle 


espressioni P(c,), Q(c,) le operazioni Q, P; essendo : 


n dP(c,) dbic; en: dc, F de, 
QP(c,) == 2: (n—2)4;, ; da, , da eta da, da, + (2 1) 








da; 
si avrà: 
QP(c.) = D (n — 2) ra,_, a CRE (n — r)(r + 1)a de 
I den di = 1 r—ı Miki da; da, nd” PI daa 
ed analogamente : 
PO(c,) = D S (n — i)ra ue ——— x. (n —r + 1)ra Sa 
; Sa at air r—1 ir da, da, da, nd vr—1 da,_, 
quindi : 
2 de ade 
28 Nez) ON Te Det 
( ) QP(c,) Q(c.) 2 ra, da, ny, a, da, 


ma per le (26): 


QP(c,) = sQ(c,_1) = s(m—s+1)c,, PQ(c,) = (m—s)P(c,,.) = (m—s)(s+1)c, 
dunque : 
QP(c;) — PQ(c.) = (25 — m)c, , 
0 sostituendo : 


n 


23.00, e ISO (2s — m)c, . 


Se ora supponiamo che i coefficienti cy , €, .... siano di grado p rispetto agli a, ; 
Gi Avra: 





2 dc, 
(29) Ir da. = DC, 
e l’equazione superiore diverrà : 
- de 1 
Ta, — = — (2 — 
(30) dra, mi 5 (2s + np — mjc, 


Questa equazione che possiamo sostituire ad una delle (26) quando abbiasi riguardo 
alla (29), contiene una proprieta di omogeneita dei coefficienti c,, c,.... che deno- 
mineremo omogeneità in indice. Infatti se chiamasi indice di un termine qualsivoglia: 


(*) Cayley —. Recherches nouvelles sur les Covariants. Journal de Crelle T. 47. 
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EHE AA , (fo ++... +q=p) 


del coefficiente c, il numero q, + 2q, +....+ nq, essendo per la equazione (30) 
(31) Gx + 29, +... + nq, =F (2s + np— m) 


questo indice riterrà lo stesso valore per tutti i termini di c, ; cioè c, sarà omogeneo 
in indice. 1 

Quindi per un covariante © di ordine m e di grado p, l’indice del coefficiente 
Co sara 3(np — m), (numero intiero che abbiamo denominato (Cap? 1°) indice del 
covariante 9), e per la prima delle (26) dovrà lo stesso coefficiente soddisfare alla: 


de de de 
32 —— —. AR HR: ie 
22) Fe da, UE "i et da, \ 
Se poi osservasi che dalla seconda delle (26) si hanno le : 
(33) ==), = Ue) =Q 
talia m 4 ? PRES m—1 Teas “ae Cm Be (Creel 


¢ evidente che la ricerca di un covariante riducesi a quella del coefficiente del suo 
primo termine, giacchè quando questo sia noto gli altri deduconsi di seguito mediante 
quelle equazioni. Ma la determinazione di questi coefficienti può ancora ridursi più 
semplice per la seguente proprietà dei medesimi. Il coefficiente c,, l'indice del quale 
per la (31) è (np + m) deve soddisfare per la seconda delle (26) alla: 

de oc. ace 


m 
A, + U, — + .... + na = 
* da rire ! da, 





n—1 
Ora è chiaro che se nel coefficiente c, di indice + (np — m) si sostituiscono ordina- 
(amentezır coelhicienti a. , OR a, ; l'indice dell’espressione risultante sarà 
3 (pn + m), e la medesima dovrà soddisfare una equazione della forma della supe- 
riore, ottenendosi questa coll’operare quella permutazione sulla (32). Quindi la espres- 
sione che deducesi da c, mediante quella permutazione sarà il valore del coefficiente 
c,, od al più potrà differirne d’un coefficiente numerico. Se inoltre osserviamo che per 
la prima delle (26) si hanno : 

1 


1 
Conor = m P(c,,) ’ Cm—2 > Heal Pic) = het 


e che i simboli delle operazioni P, Q si scambiano per quella permutazione, eviden- 
temente i valori dei coefficienti C„_} 3 Cm_» + Od i prodotti di essi per un coeffi- 
ciente numerico si dedurranno da quelli di €, , €, .... permutando in questi le a, , 
a, .... nelle @,, @,_; +... Siccome poi anche le equazioni (27) si scambiano per le 
permutazioni : 
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EVO PASSO PRE O A EE Par Bet 
AU,» Any +++ Ags y; x Ay » Any +++; sr se 
‚il coefficiente numerico suddetto non potrà essere che l’unità negativa. 
Esempio. Consideriamo il covariante di terzo ordine e di terzo grado, ed in con- 
seguenza di indice tre, della forma cubica : 
(do 9 a, 9 A», a3)(x, U: 
Indicando questo covariante (il 9 dell'esempio del §. 4° Cap? 2°) con : 
d°, 
(Co 9 Cso Coy C3)(X, y) : 
sarà €, una funzione omogenea del terzo grado, e di indice tre dei coefficienti a, , 
4, 4, , 43,6 quindi si avra; 
2 3 
Co = 0,43 + Aa, a, a, + Bu; 
essendo A, B coefficienti numerici a determinarsi. Ponendo questa espressione di €, 
nella (32) ottiensi : 
2 2 2 
a (Aa, a, +3B}) + 2Aa a, + 3at a, = 0 
la quale dovendo essere identicamente soddisfatta dà pei coefficienti numerici A, B 
i valori : 


Sarà dunque : 
Co = 07 a3 — 30,4, a, + 2a} 
e per le (33) 
c, = =Q(c,) = à a, a3 — 20,03 + ala, 


© 
vw 
wie 
La») 
© 
Q 
i 
— 


= — 43 4,4, + 203 a? — aj a, 
C3 = Q(c,) = — a} a, + 343 a, a, — 2a, . 


I valori di €, , cz deduconsi evidentemente da quelli di €, , ©, permutando in que- 
sti le ag, dr; 4,, Az in 43, A, , A, , a, e multiplicando le espressioni ehe ne ri- 
sultano per — 1. 

3° Abbiamo dimostrato che un coyariante’ qualunque © della forma « deve sod- 
disfare alle due equazioni (27). Reciprocamente se una funzione 9(4, , 4, , .… @, , x, y) 
omogenea di grado p e dell'ordine m soddisfa le equazioni (27), essa è un cova- 
riante della forma u; per cui quelle equazioni essendo le necessarie e sufficienti a 
caratterizzare un covariante, si denomineranno equazioni caratteristiche dei covarianti. 


Infatti nella funzione o(a, , a, ---- 4,, %, y) sostituiamo ordinatamente in luogo delle 
fig, Ay Gn, 2, y le À,, A,....A,, &, n; indicando con ©: la funzione che ne 
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risulta, essa soddisferà alle due equazioni : 


i d® do n d® dd 
34 TA TT = — (nrA, — = ES: 
ai 2 AA dé” >: | Arsa dA, dn 
Ora se A,, A, .... sono i coefficienti ottenuti operando la sostituzione lineare (4) 


sulla forma w ( (2) Cap! 1°) si ha per lo sviluppo di Taylor : 


Ne 1 . do 51 
nn — A) re A) ide dy 


od anche : 


re 1 do dene = 
See e le 


per cui indicando con U, V le operazioni : 


d tr d d d 
“de? dò 

si avranno le : 
(35) UCAS era VA)=(n—r)A,_,- 


Ma dalle: 
ki = dx — By, kn = ay — 7% 


deduconsi facilmente le : 


U)= — n, VÉ)=0; UM=0, Vin) = —6# 


d® dd A 
Quindi se eon — | ---- si indicano le derivate di ® rispetto alle « , 8... 


da ds 
contenute nelle È, n si hanno le : 
d® sf d® d® 6 d® Lu d® „do 
Da Cie — il — 
dß ’ dd ae da dy SAR 
Le equazioni (34) per le (35), e per queste ultime diventano : 
~ dd dA, d® dA, dd 
_— —— = 0 
a) dA, dB +(q)|+ Sr "dA, dò +5) = 
d® dA, d® dd dA, d® 
3 — 0 
P 2 dA, (5) 18. "dA, dy +7) 
ossia : 


da 
(36) U) —0, Vie) —0. 


e da queste osservando che : 
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do d’® dd d°® d’® dd 

UV(0) = sched A a wae 5 a 
(0) om a VESTITI G Piedi - dy di +5 
d’o d’® d® do d’p dd 


VU(®) = 











“Bde dde | dp Sib PARLA dy cd 
deducesi la seguente : 


d® dd d® d® 








ne = a +y— 8 — II. 
(17) UV(®) — VU(9) = ES 7 Zr D 0 
Da ultimo essendo le A,, A, .... funzioni omogenee dell’ennesimo grado delle «, 6, 
wee SL has: 
ati i fags dA, Sg 
De LAN TEA 
e siccome pei valori superiori di &, n si hanno le: 
dé dé dé dé dn = dn 
x — > — Hi = — d— = 
aida a. dy) ae Cty Gran +65 Ta Ab: PAPE i 


sara : 


d® d® d® +0 d® N Br 
a nua + 6 ds + 7 dy dd = Zelt | 
e quindi : 


do dd dd do n do 
— — — de == — d = — — AU 
de dg er qc a) 24 


LT de) | 


Questa equazione e la (37) danno le seguenti: 


dd dd dd dd 
a— + y— = pO a — + d— — pd ; 
A er de! 
dalla integrazione delle quali e di una qualunque delle (36) considerate come equa- 
zioni simultanee ottiensi : 
D = (ad — By)" 
essendo À una costante rispetto alle «, B .... funzione delle a,, a, .... a, , x, y. Per 
determinare la forma di questa funzione À pongasi nell'equazione superiore «—9—1, 
B=y=0 , nel qual caso le A,, A, .... é, n diventano ordinatamente le a; , a, ... x, y 
e si avrà: 
A= (003 UU, 3 di) 


(23 — B7)"9(©, y) = DIE, ») 


Ja quale appunto è la equazione che definisce un covariante (Cap? 1°). 
d 


e sostituendo : 
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4° Mediante considerazioni analoghe alle superiori trovasi facilmente che le equa» 
zioni caratteristiche per un invariante J della forma u sono le due seguenti : 
(38) Py=0, QI) =0 
e che inoltre da queste, supponendo essere q il grado di d, si deduce la: 
n db 


n 
gi SAI d 

9 ! 
n da, 2 





cioè che l’invariante è omogeneo in indice, e l’indice di ogni suo termine è 3 ng; fi- 
nalmente che l’invariante stesso non alterasi permutando le a, , a, .... nelle a, , @,_; … 
Quindi una funzione omogenea 4 delle a,, a, .... di grado g, di indice £ng, la quale 
soddisfi all’equazione P(d) = 0 è un invariante della forma w. Ora osservando essere 
questa (meno il valore dell'indice), le proprietà che caratterizzano il primo coefficiente 
di un covariante, si comprenderà che gli invarianti di una forma di grado n potranno 
essere primi coefficienti di covarianti di forme di gradi maggiori di n. 

Esempj. I: Determiniamo l’invariante quadratico di una forma u di grado n pari, 
del quale abbiamo provato l’esistenza al Gap! 1° Questo invariante sarà di indice n 
per cui si avrà : 


b=a,a, + B; 0,0, + Bi 050, +..-+ B, a 


essendo B,, B, .... coefficienti numerici. Ora sostituendo questa espressione in una 
qualunque delle (38) si ottengono fra i coefficienti B, , B,.... le relazioni : 


B, +n=0, 2B, sx (n—1)B, =0, 2B; 55 (n gg 2)B, = 0... 


le quali danno : 


= „n(n—1) ... (n—r+1) _ gyri n(n —4) ... G +1) 
badi as te hen ee ae 


Se ora assumiamo l’invariante | per coefficiente del primo termine di un covariante 
d’ordine p della forma del grado (n +1): 


(155) dpe ode) u 


essendo n Vindice di 4 si avrà per determinare p la formola : 


n= +([2(n-+ 1) — g] da cui pred. 


vole 


Dunque tutte le forme di grado dispari hanno un covarianie di secondo grado e di 


secondo ordine. 
IL Sia Yao, a, +... @,) un invariante di grado q della forma u, e considerando 


una seconda forma : 


f= (bo » b, Dares b,,)(æ, y)" 
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di grado m > n, si sostituiscano ordinatamente all’invariante $, in luogo di a, , a, 


le espressioni : 


oy 


dx” 


le quali indicheremo per brevità con a , @ 


dari 


HAT 
5 d y" 


La espressione (a, , a, ... &,) 


dx N—1 


dy” 


a 


fh ORO) n * 


sarà un covariante di ordine (m — n)q e di grado q della forma f. Infatti questa 
espressione soddisferà le due equazioni : 














mn dy u dy 
rari "a == 0 , >: (t— re Lt des 
analoghe alle (38); inoltre ‘essendo : 
dy dy de, 
db, de, db, 
si avranno le: 
n dy u dy n da D dy N dé n dy 
ads Tore cae tb, —r — s —r)b,., — ; 
Br, ea Delon gg Me Ge Obras GE 
ma 
SB: de, d'y f (x) 2 de, def (y) (y) 
Meta, ag Re ay 
ossia : 
z da, da, r da, da, 
SATO = $a,_, A+. y 15 9 Ir (n— r)b re db, = (n—s S)o Asti = re 
dunque sostituendo : i 
n dy dy n i a 
ru = Vago Rel Ma ey 


le_quali equazioni dimostrano la proprietà enunciata. 
Analogamente proverebbesi che essendo (a, y), Y(z, y) due covarianti della forma 


u d’ordini m ed s non <m, se nel primo di essi permutiamo le x, y nelle y, —x 
Ur mem: pee 
“dy dy" "dx 

il risuliato che ottiensi è un nuovo covariante od un invariante della forma u (*). No- 
tiamo che se s=m+1 per 
tutte le forme le quali hanno covarianti di cui gli ordini differiscono dell’unità hanno 


Ly 





ed in seguito poniamo ordinatamente in luogo di y” 


il covariante dedotto in questo modo è lineare , cui 


anche covarianti lineari. 





(*) Hermite. Sur la thèorie des fonctions homogènes à deux indéterminées. Giornale di Cambridge 


1854. pag. 181. 
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Applichiamo questo teorema alla ricerca della espressione generale degli invarianti 
cubici delle forme di grado n = 0 (mod. 4). Il covariante 9 sia la stessa forma u, 
ed il primo eoefficiente del covariante 4 sia I’ invariante quadratico della forma di 
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LES 
grado —- Sia: 
2 
L(x, y) == (a 9 ay .... A) (5 y) . 
Per determinare il numero s osserviamo che essendo quel covariante di secondo grado 


| Wan: 
e di ordine 5 si ha: 


dalla quale s= n; quindi la espressione : 


n(n — 1) 
Oo An Na Se home CI CPU, 
è l’invariante cubico della forma u. 
5° Se i coefficienti di un covariante o di un invariante della forma wu sono espressi 


in funzione delle radici &, , «,....%,, supposte disuguali, dell'equazione u(x, 1)=0, 


le equazioni caratteristiche pel covariante e per l’invariante si potranno determinare 


nel modo seguente. Essendo : 


(a, , Ax. a,)(æ, y) = aa —+xy)(e — x.y)... (4 — x.) 
e ponendo per brevità : 
n(n — 1)... (n —r + 1) 
TT LE VÒV©LVWLlu<lL« e 
Pi PORCI 
si ha come è noto : 
da,. LE en 
Pr Er Pres rt ROSI IO a OR e I tea 
Ss 


dalla quale rammentando le relazioni Newtoniane fra le’ somme delle potenze delle 


radici ed i coefficienti, si deducono le formole : 





ta: 2 da i da 

14 9 r 
Sa = —ra,_ SD, — = 1a, x = (n — r)a,,, + 0,0 
out, re > * da, 2 >: de, | are 


essendo ¢ = x, + x, +... + %,. Quindi indicando con À una funzione qualunque 
delle @,, a, ...@, ed in conseguenza delle æ,, x,,...%,, Si ottengono le : 


SITI n di 2 di n d) 
LT I Q Ò k 
en TA... — d.C = U ea 

DI dx, De ie A ak 2 "da, 


(40) 
ee AA n di n di 
sti — = a, — ‚nn — ra. i — 

D dx, 2 da, ce ie Are da, 
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Sia ora À eguale ad un coefficiente c, del eovariante : 


nt 


(x, y) > (Co, Cy sees Cin) (L, y) 
della forma u; supponendo c, espresso in funzione delle radici x, , x, ...., le equa- 
zioni (26) per le superiori si trasformeranno nelle : 





n de n de n de dc. 
XA L= — $C, 1 de On + (m—s)c,, 
= > dx, TPS > r de, > "da, ’ da, | Jess: 


la seconda delle quali essendo a,c + na, = 0 e (29) : 


n 


È. Pr de, = he, 
0 


da, 





riducesi alla: 


(42) >: r ir: == LA de re (m =e S)Cs41 3 
inoltre dalla (30) si ha: 
n de 


s 


di: Ly nua 


r 


(43) — : (2s + np — mjc, . 


Quest’ullima equazione mostra essere 


roles 


(2s + np — m)c, il grado di c, rispetto alle 
Li > Day. + + + Xn, inoltre, per una proprietà generale alle funzioni simmetriche, p 
è la più alta potenza delle radici nelle funzioni simmetriche che compongono i valori 
di ©, ¢,.... Quindi il primo coefficiente c, sarà una funzione delle radici di grado 
3 (np — m) nella quale le radici non saranno affette da esponenti maggiori di p e 
che dovrà soddisfare all’equazione : 


2 de, 
me dino 





cioè dovrà essere una funzione delle differenze delle radici. La equazione (42) darà 
in seguito i valori di c, , c,.... Dalle (27) per le formole superiori di trasformazione 
(40) si otterranno per un covariante qualunque 9 le seguenti : 

= do do eo do 

> +y=0, Ma + —«#—= 0m 


r 


rhe da n dis, dy 
e per un invariante 4 ($° 4°) le: 
ATI 2 dy nq 
— TT _—_ = _—— f 
2 dx, de > Fr da, Og 


pe Des ey ng SA 
quindi l’invariante Ÿ sarà una funzione delle radici di grado = nella quale le radici 
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non sieno elevate a potenze maggiori di g, e che soddisfi alla prima delle equazioni 

superiori; cioè sia una funzione delle differenze delle radici (Gap? 1° §° 4°). 
Applicazione. Consideriamo l’equazione ai quadrati delle differenze delle radici 

della w(a, 1) — 0, ed indichiamola con : 


nin —1 
gl bar... +b, e+ 0, = 0. (E) 


È evidente che un coefficiente qualunque d, è una funzione simmetrica delle radici 
del grado 2s che soddisfa all’equazione : 


El 
Üben 


>: dx, 


di 





e che le più alte potenze di quelle radici saranno ordinatamente 2, 4, .... 2(n — 1) 
in di, 6,, ....b,_,3 e 2(n —1) per tututglitaltritcoefficienti tb, „ bir, a 
risulta 1° che fra quei coefficienti il solo 6, è un invariante della. forma wu, 2° che 
tutti gli altri coefficienti sono funzioni razionali, intiere di primi coefficienti di cova- 
rianti della forma u. Infatti indicando con g il grado rispetto alle radici di uno qua- 
lunque dei coefficienti, e con © la potenza più alta delle radici nel medesimo, dovrà 
essere : 
(44) g=jN0, oppure g= i (no — m) 


essendo m un numero intero ; secondo che quel coefficiente è un invariante od il 
primo coefficiente di un covariante della forma w. Ora per un coefficiente b, si hanno: 


g= 2s, is, (ste=i 0, 1, 20.0041] 


e quindi la prima delle equazioni (44) non può verificarsi che per n—2, e la se- 
conda dà : 
m = 2s(n — 2); 
oppure : | 
Gi saa o=2(n — 1) s=n,n+1..p) 
ed in conseguenza la prima delle (44) è soddisfatta da s =p, e la seconda dà: 
m=2[n(n — 1) — Qs |. 
Dunque i coefficienti b, , b, ....6,_, Saranno funzioni razionali, intiere di primi coef- 
ficienti di covarianti della forma w dei gradi 2, 4, .... 2(n — 1) e degli ordini 
2 (2) An — 2),.-... 2(n A) (22) Red sce 
zioni razionali, intiere di primi coefficienti di covarianti della forma wu tutti del grado 
2(n — 1) e degli ordini 2(n° — 3n) , 2(n°— 3n — 2), ...8, 4. Il coefficiente b, 
sarà un invariante della forma « del grado 2(n—1) cioè sarà il discriminante della 
forma stessa. Suppongasi n = 4 e posto : 
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="; b=a,a, — di, c= 0° 43 — 34,0, a, + 2a? 
t= a,a, — Aa, a3 + 3a} , j=, a, , + 2a, a, a3 — 4,0; — ata, — a’, 


2, 7 sono, come mostreremo in seguito, i due soli invarianti indipendenti della forma 
biquadratica u, ed a,b,c sono i primi coefficienti degli unici covarianti indipendenti 
della forma stessa. È evidente che combinando per prodotti quelle cinque quantità 0 
le loro potenze si otterranno delle espressioni le quali potranno essere primi coeffi- 
cienti di covarianti della forma biquadratica u, e che i gradi dei medesimi coefficienti 
verranno determinati dalla stabilita relazione fra l’indice e l’ordine ($° 2°). Quindi i 
coefficienti b,, b, ... dg dell’equazione ai quadrati delle differenze dell’ equazione del 
quarto grado saranno funzioni lineari delle seguenti quantità : 


er AUF RE dea GO 15 cured ini CETO ee 
rt DALIA tr. ai; RR BOSE 
ed osservando che si ha identicamente : 
= abi — Ab’ — a’; 
il valore di dz potrà formarsi colle sole quantita b’, a°dî , a*j. Determinando i coef- 


ficienti numerici mediante la considerazione di equazioni biquadratiche particolari ot- 
tengonsi facilmente i seguenti valori : 


J 6 
b, Bern e b, aad (965° + a”) > bs = = (256° cla 32a°bi 7 260°j) ? 
a, a, ; hy 
G ar. 6 TE 2 
b, =~ (384b7i — 288abj — Ta), b= =. 182(2b¢ — 3aj), 
0 0 
4 
by = (P — 277) 
0 
(Continua). 


Tom. I. N°. 6. 1858. 46 
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SULLA RISULTANTE DI DUE EQUAZIONI DI 4° GRADO 
NOTA 


DEL CAV. FR. FAA’ DI BRUNO. 


Essendo occorsi vari errori nell’espressione della risultante suddetta da me data 
negli Annali (Ottobre 1855), credo utile di qui rettificarli a comodo dei lettori, ri- 
correndo ad una scritturazione ideata dal Cayley. Si ha dunque per questa risultante 
l’espressione 























ti st re $f ie wiih oe: 
ei de? Dede: be cde’ d’e 
re OR a een Aa 
pi Bg] =| "ON ona i ener dn i In 
me +1 mae Ii 
ed 
3 
pq 
De e gs LETTRE: pst qre qs ti rsi Ts 
ae bde? c'e cd’e di ade” bce® bd°e c°de cd? 
N A ii a bela) a IE 
pr p'ql 
qs oe on ae alee | fey 
+ 70) +2) —2| +1 + Er +1|+2|—1 
a a 
be PO = | ET 
3 —1 
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prt. gt, psi.grst rt qs rs pql prst q’st grt ps qrs rs 
ace b’e’ ad’e bede ale bd? cd abe” acde b’de be’e ad? bed’ cd 





RIAD ILE 175.298 Sur ser 


del +6) —3I| -—- Al +4] +4} +2 | A| +14 


—— — 
—_ — | lol. |—_ 


abde| —8 |+10 —1|—1|—1| +1 


—_—_— | — — Poe — see 


ace) — 4 ata), 1 PSI SRI ren | 





avvertendo di moltiplicare solo insieme i termini letterali superiori coi superiori e gli 
inferiori cogli inferiori. Per esempio dal 7° quadro si ricaverà che i prodotti ab’egrst, 
bedepg°t hanno — 3 per coefficiente numerico. Si scorge altresì che i coefficienti nu- 
merici sono simmettrici rispetto alle diagonali N , come deve essere da quanto di- 
cemmo in quella nota. | 
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CONSTRUCTIONS DU CENTRE DE COURBURE DE LA COURBE, LIEU DES POINTS 
DONT LES DISTANCES A DEUX COURBES DONNÉES SONT DANS 
UN RAPPORT CONSTANT 


PAR A. MANNHEIM. 
CAPITAINE D’ARTILLERIE. 





Lemme. D'un point quelconque a (fig. 1°.) de la courbe A, on abaisse la nor- 
male ab sur la courbe B; aux points a, b on mene les tangentes al, bl aux courbes 
A, B; lorsque a parcourt A, le point 1 décrit un lieu dont on demande de con- 
struire la tangente L. 

Soient A’ et B des courbes symétriques à A et à B par rapport à la tangente al; 
fesons rouler A' sur A, soit D la courbe enveloppe de B' entrainée dans ce mou- 
vement; D touche B' au point e pied de la normale abaissée du point a sur B; ce 
point est le symétrique de b, par suite la tangente en e à la courbe D passe par 
I, en outre les tangentes le et lb sont égales. D’après cela, en remplaçant les cour- 
bes B et D par leurs cercles osculateurs en d et en e, le point J décrit une droite, 
axe radical de ces circonférences. Il nous reste à construire cet axe radical qui n’est 
autre chose que la tangente demandée. 

Cet axe passe par le point / et doit être perpendiculaire à la ligne des centres 
des cercles osculateurs; on connait le centre de courbure f de B, cherchons celui de 
D correspondant au point e. 

Le centre de courbure de D, correspondant au point e, n’est autre que le centre 
de courbure de la courbe décrite par g, centre de courbure de B'; en appliquant la 
construction de Savary, comme l’indique la figure, on trouve le point À. 

Nous allons modifier la construction de ce point. D’après la formule de Savary l’on a: 


(3 =) 2 
— + — cos. oah = —, 
ah ga ao 


d'un autre côté, en menant des points h et q les parallèles hm et gp à la tangente 
al, l'on obtient quatre points a, m, p, f qui forment une division harmonique et l’on a: 


1 1 2 
am af ap’ 
en comparant cette relation avec la précédente, et remarquant que am—ah, ga—=af, 


on conclut que le point p est la projection du centre de courbure o sur la droite af. 
D'après cela, il suffit d’abaisser du point o la perpendiculaire op sur fa, du 
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point p, la perpendiculaire pq sur ao, et l’on obtiendra, en joignant le point f au 
point q, une ligne fq qui passe par le point h. 

L’axe radical cherché, qui n’est autre que la tangente demandée, est la perpendi- 
culaire L abaissee du point I sur fq. 

Réciproquement connaissant cette tangente, on peut, à l’aide de la construction 
inverse, déterminer le centre de courbure de l’une des courbes, l’autre centre étant sup- 
posé connu. 

2”°, Sorurion. Remplacons la courbe A par une conique ayant pour foyer le 
point f, pour centre de courbure o et passant en a; remplacons en b la courbe B 
par son cercle osculateur. | 

Cette conique et ce cercle sont deux courbes homologiques ayant f pour centre 
d’homologie; le point J décrit alors un axe d’homologie (Prop. proj. des fig. n° 459). 
Cet axe étant perpendiculaire à la ligne des foyers de la conique , il faut pour le 
construire, chercher cette dernière droite. 

Pour cela, on abaisse du centre de courbure o la perpendiculaire op sur fa, du 
point p la perpendiculaire pq sur ao, la ligne fq passe par le second foyer de la 
conique; la perpendiculaire L abaissee du point 2 sur fq est la droite cherchée. On 
retrouve ainsi la première construction. 

On arrive à une autre construction de la manière suivante: l’axe d’homologie que 
nous cherchons étant parallèle à la directrice de la conique, il suffit de chercher cette 
droite. Le point l', intersection de la tangente al et de la ligne fl perpendiculaire à 
fa, est un point de cette directrice; au point lon élève à Vala perpendiculaire Uc, 
cette droite rencontre of au point t; la ligne £a est perpendiculaire à la directrice L' 
cherchée ( Terquem. N.” Annales T. XVI page 331) ; il suffit alors d’abaisser du 
point 2 la perpendiculaire L sur ta pour avoir la tangente demandée. 

Remarques. 1° Nous venons de voir qu'il suffisait de chercher L'; nous avons 
déjà donné une construction de cette droite dans les Nouvelles Annales à l’article que 
nous venons de citer. 

Voici la question résolue au n° 21 de cet article : 

« Soit bfe un triangle rectangle mobile et variable dont le sommet de l’angle 
» droit est fixe en f et dont l’hypoténuse bc est tangente à une circonférence donnée 
» 0, le point c est le point de contact mobile: on demande la normale au lieu dé- 
» crit par le point b. » 

On peut trouver un grand nombre de constructions de la tangente au lieu deerit 
par le point b et par suite de L', il suffit pour cela de transformer, à l’aide de la 
theorie des polaires réciproques, les constructions connues du centre de courbure des 
coniques, la directrice étant une circonférence décrite de l’un des foyers de cette co- 
nique comme centre. 
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Réciproquement une construction de la tangente au lieu décrit par le point b con- 
duit, à l’aide de la theorie des polaires réciproques, à une construction du centre de 
courbure des coniques. 

2° Le lemme que nous avons résolu plus haut est un cas particulier de la ques- 
tion suivante : . 

Etant donnés deux courbes quelconques A, B et un point f arbitraire dans 
le plan de ces courbes, de ce point, on mene une transversale quelconque qui coupe, 
A au point a et B au point b; de ces points, on mene aux courbes A et B les tan- 
gentes al et bl qui se coupent en 1; on demande la tangente au lieu décrit par le 
point | lorsque la transversale tourne autour du point f. 

Pour résoudre cette question, on remplace en a et en b les courbes A en B par 
des coniques oseulatrices, ayant pour foyer commun le point f, et l’on cherche pour 
celles-ci l’axe d’homologie qui passe par le point J. 

Cette droite, qui est la tangente cherchée, passant aussi par le point de rencontre 
des directrices de ces coniques, est facile à déterminer. 


Constructions du centre de courbure de la courbe, lieu des points dont 
les distances à deux courbes données sont dans un rapport constant. 


Soient B,C (fig. 2°.) les courbes données, A la ligne dont on vent construire 
; a 

le centre de courbure correspondant à un point quelconque a. L’on a ——constante,- 
ac 


et il est facile de voir que d’après cette condition les tangentes al, bl, cl aux trois 
courbes, A, B, C se conpent au méme point 1. 

Soient o le point cherché, f le centre de courbure de B en b, f le centre de 
courbure de G en c; d’après le lemme précédent, on construit la tangente L au lieu 
décrit par le point J, considéré comme point de rencontre des tangentes al, bl, de la 
manière suivante : 

Du point o, on abaisse sur af la perpendiculaire op, et du point p sur ao la per- 
pendiculaire pq , la ligne fq est perpendiculaire à la tangente cherchée. 

En considèrant le point Z comme le point de rencontre des tangentes al, cl nous 
pouvons, d’apres la réciproque du lemme, revenir de la connaissance de L a la de- 
termination du centre de courbure f' de C par la construction suivante : du point 0, 
on abaisse sur ac la perpendiculaire op’; du point p', on abaisse sur ao la perpen- 
diculaire pq; en menant la ligne g'f' parallèlement à gf, on a une ligne perpendi- 
culaire à L, qui passe par le centre de courbure f cherché. Nous avons ainsi une 
construction, que nous appellons construction (1), qui est symétrique par rapport aux 
points f et f, et qui permet de déterminer l’un de ces points lorsque l’autre est donné 
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ainsi que le point 0; il nous reste à transformer cette construction afin de déterminer 
o lorsque l’on donne f et fl. 

Au point f, (fig. 2.), élevons sur af la perpendiculaire fr; au point r, élevons sur 
ao la perpendiculaire rs; la ligne so est parallèle à fq: en effet, l'hexagone opgfrs 
inscrit dans l’angle oaf a deja les côtés op, fr parallèles entre eux, ainsi que pq, rs; 
done os est parallèle à fg. On démontre de même, en effectuant une construction 
analogue pour f', que os' est parallèle à f'q'; mais fq et fq sont des lignes parallèles 
entre elles; done les points s, 0, s' sont en ligne droite. 

Nous avons done, pour déterminer le point 0, la construction suivante, que nous 
appellerons, construction (2): aux points f et f', on élève aux droites af et af’ les 
perpendiculaires fr, fr"; des points r,r',on élève sur la normale ao, qui est connue 
puisqu’on sait construire al, les perpendiculaires rs, r's ; la ligne ss’ coupe la nor- 
male ao au point o cherché. 

Cette construction symétrique par rapport aux points f el f peut se transformer 
de la manière suivante : prolongeons (fig. 2) rf jusqu’à sa rencontre U avee al; les 
triangles ['fa et r'os' sont tels que leurs côtés se coupent en trois points en ligne 
droite: Uf et r'o se coupent en r, af et so se coupent en s, l'a et r's' sont paral- 
lèles à la ligne sr; done ils ont leurs sommets sur trois droites concourantes, ainsi 
les lignes Ir’, fo se coupent en n sur af. De là une construction, que nous appel- 
lerons, construction (3), qui lie les trois points f, 0, f, et qui permet de déterminer 
o ou f connaissant f et l’un de ces points. Il existe une construction analogue qui 
permet de déterminer o ou f connaissant f et l’un de ces points. 

Applications. Lorsque les lignes B, G sont des circonférences, et que le rapport 


chan. By 
— diffère de l’unité, la ligne A est une ovale de Descartes ; lorsque le rapport con- 
ac 


stant est Punité, À est une conique à centre; lorsque les lignes B et C se réduisent 
à un point et à une droite, A est une conique quelconque. Dans tous ces cas il est 
facile de construire le centre de courbure de A. 

En appliquant aux coniques les constructions données plus haut, on ne retrouve 
pas la construction que nous avons employée dans la 2°" solution de notre lemme, 
et qui nous a conduit à la première construction de L. 

Nous allons y arriver, comme cas particulier d’une nouvelle construction géné- 
rale. Nous avons vu, (fig. 2) que si du point 0 on abaisse sur af, af les perpen- 
diculaires op, op , et que si des points p, p' on abaisse sur ao les perpendieulai- 
res pq, pq; les lignes fg, fg’ sont paralléles. On peut opérer inversement: menons 
des points f, f des parallèles quelconques qui rencontrent ao en deux points ; en 
ces points, élevons sur ao des perpendiculaires qui coupent af, af; enfin de ces 
points d’intersection , élevons sur af , af des perpendieulaires qui se coupent en 
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w (*); à chaque direction des parallèles issues des point f, f' correspond un point 
tel que ©; il est facile de voir que tous ces points sont en ligne droite. Le centre 
de courbure cherché est done l'intersection de ao et de cette droite. Pour construire 
celle-ci, nous allons chercher deux de ses points: si les parallèles menées des points 
f, f sont perpendiculaires à ao, on obtient un point v de cette droite en prolongeant 
jusqu’à leur rencontre les lignes rf, r'f'; si les parallèles menées des points f, ff se 
confondent en une seule droite f f, on obtient le point w comme l'indique la figure 
et la ligne uv coupe la normale ao au centre de courbure cherche. 

Dans le cas particulier où l’on considère une conique, le point est sur la nor- 
male ao; done c’est le centre de courbure de la conique. Telle est la construction que 
nous nous étions proposé de retrouver. 

Application au problème de la caustique par réfraction. La ligne A, (fig. 2), 





| ab 
est telle que pour un point quelconque a, on a — = constante; mais ab —al sin.bla 
ac 


sin.bar ab 


— al sin. bar, ac = al sin.cla = al sin.car , done = —=consl. D'après cela, 
ac 


sin.car 
si fa est la direction d’un rayon lumineux, A la ligne séparatrice des milieux, af 
enveloppe une caustique par réfraction dont C est la caustique secondaire. 

En employant l’une quelconque des constructions précédentes, il est facile de dé- 
terminer le point f' où le rayon.réfracté af' touche son enveloppe. 

Nous allons chercher maintenant la formule qui lie entre elles les longueurs af, af’, 
ao et les lignes trigonométriques des angles d’ineidence et de réfraction. Pour cela 
nous ferons usage du théorème suivant: 

Etant donnés un angle dont le sommet est m et un point quelconque o dans 
son plan, on a, en observant la règle des signes, quelle que soit la direction d’une 
droite passant par ce point et coupant les côtés de l’angle aux points c et 4. 


1 1 1 
I ee CONS: 
od oc Jsin.dom 
(Tansf. des prop. métriques des figures. Page 3). 
Employons les lignes de la construction (3): soient g le point où fn coupe al’, 
à langle d’ineidence et © l’angle de réfraction; l’on a dans l’angle rfn coupé par les 
transversales ro, al' : 


Arpino SA N A 1 
ao ar Jsiné \ag al’ Jsin.laf ou cosi 


l’angle Inf coupé par les mémes transversales donne : 





(*) Ce point n’est pas sur la figure. 
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ep 
ao ar)sind  \ag al Jcos.ì' ’ 


Divisant membre à membre ces deux égalités et remplaçant ar et ar’ par leurs va- 
as as' ‘ 
leurs ——, -, on ala relation cherchee. 
COS.2  COS.2 
Autrement. Employons les lignes de la construction (2): Soit h le point où ss 


coupe al, l’on a dans l'angle rso coupé par les transversales ar, al: 


Taies) tite I 
ao ar /sini ah così” 


dans l'angle r's'o coupé par les mêmes transversales, on a: 


se a | 4 4 
et re ere fs ren 
ao ar Isin. ah cos.ì 


en divisant membre à membre ces deux égalités, on en déduit la relation cherchee. 

Remarque. Les constructions (1), (2), (3) ont été deduites de la premiere con- 
struction de L; on peut y arriver en partant de la deuxième construction de cette 
droite. 








Chatellerault Aoùt 1858. 
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SOPRA DUE FORMULE DI CALCOLO DIFFERENZIALE. 
NOTA 
DI EMMANUELE FERGOLA. 


SIA 


In questo articolo mi propongo esporre le formule, che ho rinvenute per le so- 
luzioni dei due problemi seguenti : 

1° Determinare la derivata r°* di una funzione y delle altre funzioni u, v, w.... 
di una variabile indipendente x, esprimendola con le derivate di u, v, w .... per rap- 
porto ad x, e con le derivate parziali di y per rapporto ad u, v, w .... 

2° Determinare la derivata r*“”“ della funzione y tratta dall’equazione Q(x, y)=0 
esprimendola mediante le derivate parziali di Q(x, y) per rapporto ad x e ad y. 


I. 


Per fissare le idee supponiamo che sia y = flu, v, w) una funzione composta 
con le sole tre funzioni u, v, w della variabile indipendente x. Indicando con y”, 


u”), vy, w” le derivate n*“”° per rapporto ad æ di y, u, v, w, si ha 


NE pl bi 
' I I 1 
YU HU + = 
Prius re or 
per la derivata r°* che cerchiamo potremo supporre l’equazione (*) : 
++; 
(r) y = SA, u“ a? + oz Pa yiPe m gf we? wit? 7 NET ALES 


rd 
du* dv? dw? 
dove gli esponenti 


CR Aes ea 713 Yor +. + Ir 
gl’indici 
VE) ß » Yo 
ed il coefficiente 
A, 
sono dei numeri ignoti, che ci proponiamo determinare. 
Posto cid, differenziando l’equazione (r) riesce facile assicurarsi che le tre diffe- 


(*) Si sarà convinti che l’espressione di y) debba essere della forma supposta, osservando che essa 


concorda con l’espressione di y’, e con quella che si avrebbe per y{+1) derivando i due membri dell’ 
equazione (r). 
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renze 
hy "| oe de 000 | dn & 


6, +6,+..+6,.— 6 
pf cha mile ee me i 


hanno il valore stesso delle differenze analoghe nei termini di y"*”, e siccome esse 
sono eguali a zero per r = 1, così conchiudesi 


a= A Fu |... dr 
(a) Be=-6 i Bis ee 6, 
Vom prt la te Lire 


Inoltre, poichè la somma 


(b) ar + Br + 71 + + Ba + y) He... + rl + B, +7) 


è minore per 1 della somma analoga nei termini di y" 


y, così sarà pure 


‚ed è eguale a zero in 


a + By + 71 +2 + Bo + y) +. +r(a +6, +y)=r 


Stabilite queste equazioni si dimostra facilmente, che nella equazione (r) la somma 
Ÿ va estesa a tutte le soluzioni intere e positive, o nulle dell’equazione (0); sicchè 
per la completa determinazione di y’ non altro rimane a trovare che la espressione 
del coefficiente numerico A,. 

A tale oggetto, conveniamo di segnare con l’indice 0 le funzioni y, u,v, w ele 
loro derivate per dinotarne i valori corrispondenti ad x = 0. Sarà 


aD ey Ir ETF. 
el Au! 1,," dura. un Pay gl 2 CA y” 7 w' ou! ot ae a) | De EN LUE = 
Yo D Au‘, u, ooo 0 One ° \du* dv? dw’), 


e siccome, dinotando generalmente con Ik il prodotto 1. 2. 3....k, si ha pure 


y® = Ir X coefficiente di x” nello sviluppo di y secondo le potenze ascendenti di x, 


così conchiuderemo 


A a a x 
ec coeffie. (dia jai ult; ft. vi y 


LÉ 

Py Pe mbe arena mr der (Ch 
USE a OWEN 0 Ba PRA 
Hi du” dvf dw? Jo 


nello sviluppo di y secondo le potenze di x. 
Ora per formare lo sviluppo di y secondo le potenze di x, bisogna sviluppare 
prima y secondo le potenze di «, v, w, e poi sostituire nel risultato ad u,v, w i 


corrispondenti sviluppi secondo le potenze di x. Ma nello sviluppo di y secondo le 
* 
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potenze di w, v, w il coefficiente numerico di 
da*#Y7 a 1 
SLI ie ur ve vw? è —, 
du* dv? dw’), 
inoltre, poichè 


u' u' 
(0) ce) 2 
U=U = T+ Hh Hs... 
VITA 112 
è chiaro che nello sviluppo di «* secondo le potenze di x il coefficiente numerico 
a a a 
+ pict enza ir) Cres 
U eth ee 
Ia, + a, +... + aà,) 


EI AE I 


r 


similmente, nello sviluppo di v* il coefficiente numerico di vii: pia Pad pile à 


TB + B, +... + ß,) 
me: no: … In" IIß, IIß, ... 116 


r 


3 


e finalmente nello sviluppo di w? il coefficiente di wil wi! a we?” è 


yy bya ey, 
mi?* 11972 .., tr!” My, Uy, +0 Hy 


r 


dunque dovra essere 





Ir II sa 
BT Ile IH II = x ni = = a © 
(om AD A Hi. 
= UP + 6, . + 6,) x Hg, + Ya + +) 


m: no to 116, Nß,... TG, Wa’! 112°? ... II” My, My, … My, 
e riducendo, a motivo delle relazioni (a) risulterà 


II 
(A) A,= cà Di a 


PRICE a,+3.+ +3 + j 
a Primo Patte pitt ?"1Ha,116,11y,IIe,116,11y,....Ile,116,11y, 
Riassumendo si ha il seguente teorema : 
Se y=flu, v, w), ed u, v, w dinotano tre funzioni della variabile indipen- 
dente x, la derivata y"? per rapporto ad x sarà espressa dalla formula 
de+8+7 fi 


a a a 1 ap 
Aw” ue” ys pf En pe wu? u I, 
du“ dv? dw? 
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nella quale i valori di «, 8, y, A, sono determinati dalle equazioni (a), (A), e la 
somma Y si deve estendere a tutte le soluzioni intere e positive , incluso zero , 
dell’equazione 


a, + By y + Je, + + y) +.... Hr. +B. +7) = 1. 
Quando y dipende da una sola funzione w della variabile indipendente, si debbono 
eguagliare a zero tutti i numeri 
Bi» Ba alta eo 9 Pro Yı» 72°: <7Yro 


e la formula precedente sì riduce a quella già data dal ch. Sig. Faà di Bruno nel 
volume 6° degli Annali di Tortolini. Similmente se y dipendesse solamente dalle due 
funzioni u, v si dovrebbero annullare tutti i numeri 


Pre Yates eda un hat: 
Se poi il numero delle funzioni da cui y dipende fosse maggiore di tre, non si po- 
trebbe trovare difficoltà, in seguito di ciò che precede, a costruire immediatamente 
la formula, che esprime la derivata y°. 


II. 


Sia y una funzione implicita di x determinata dalla equazione Q(x, y) = 0, si 
cerca la formula della derivata r°*“ di y espressa mediante le derivate parziali per 
rapporto ad x ed y di Q(a, y). 

Indicando le derivate 


ET dio d°Q d?Q did) 





Te? nni; ge) ’ ee Tan detest Diet, Teer: 
i at. du drdy. oda da” dy 
rispettivamente coi simboli 
SO a PRET RTE are ees 
OI 10 02 11 20 mn 
l’espressione di y sarà 
I seI 
Y —= — Q 5 
10 
e per quella di y”’ potremo scrivere l’equazione 
Xo I ay (0) an Ty M41 Amat ‚rn or aro 
fa DO ies Oe a Q de... 0 
O1 10 mn M ph] Mm sr or ro 


nella quale debbono determinarsi gli esponenti 


a a 


O1 ? 10? a Fee let Merz 9. sai Oro 5 


ed il coefficiente numerico B.. 
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Derivando l’equazione precedente, e riflettendo che la derivata di £ viene espressa da 


min 
Msn m,n-+1 OF 10 
si troverà 
a a CES | a a +1 
OI 10 mn mynyk1 Ma 1, 
ii DES Boos Oe a, SRO O oa, LIE 
OI 10 mn Ml] m+1,n 
ytd) ata 
Noi] Asini a +1 a 
ol 10 mn Minh I m+1;,n 
Fry Sic B,. 2 Q 0000 Q sese Q i Q 2 Ce Tr 
OI 10 mn mynti MT In 


e . . . . . . . 0 . 


Ora si vede che in ciascun termine del secondo membro la somma degli esponenti 
è la stessa che nell’espressione di y", e siccome questa somma è eguale a zero in y, 
così sarà pure zero per ogni valore di r, e si avrà 


ox + Zio don a Sag 


In oltre, siccome la somma dei prodotti, che si ottengono moltiplicando ciascuno espo- 
nente per la somma degl’indici del fattore cui corrisponde , si trova nei termini di 
y+ superiore di À alla somma analoga nell’espressione di y", e siccome tale som- 
ma si riduce a zero per r = 1, così dovrà essere 


do + Lio + Maga + Oy + Lao) + Frl +. + o) =r 1. 


Finalmente osservando che nel passare dall’ espressione di y a quella di y”*" si 
aumenta di 1 la somma dei prodotti di ciascuno esponente pel primo indice del fat- 
tore al quale compete, ed osservando insieme, che tale somma si riduce ad 1 quando 
r = À, si potrà conchiudere 

Aro + Cir + Cra + <> + Mao + Goes + on +) +. + ra, = 
Riunendo le tre equazioni trovate fra gli esponenti &,, 3 os %023 +... potremo 
scriverle nel modo seguente : 

(a), dor == — (So tot sei Fk Fr de i A ga + Gra De 

+ 43 + 413 + ... + ec.) 

doo tari Faro +2(0%03 Has Has Fa) +... + (T—1) (a, + +) 1 


(5) | 
Lo + ayy +: + Dao + Gay +) to Fr =T. 


Dimostrate queste equazioni si può stabilire facilmente, che i termini a cui nell’espres- 
sione di y"? devesi estendere la somma Ÿ sono quelli, che corrispondono a tutte le 
soluzioni intere e positive (zero compreso) delle due equazioni (b),- 
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Per passare ora alla determinazione del coefficiente numerico B, indichiamo con 
y, ed y® i valori diy ed y pera = 0; e conveniamo di segnare similmente con 
l'indice 0 le derivate parziali di 2(x, y) quando in esse si sostituisce x = 0 ed 
Y = Yo: Sara 


a a a a a a a a 
= 10 20 OI 11 02 12 03 13 
or = DB,o, Le ‘000 IR Q, eeee Le eer 
10 20 
e siccome si sa che 
y = Ilr X coefficiente di x” nello sviluppo di y in potenze ascendenti di x, 


così si potrà conchiudere 
k . 2410 -%20 Sor Ory x 
(B) B.= Ir x coefficiente di Q, OQ, …. Q, Lo Do Do ee 
10 20 OL iI 02 12 


nello sviluppo di y secondo le potenze di x. 


Intanto scrivendo l’equazione Q(x, y) = 0 sotto la forma 


y—Yo dQ(x, Yo) bs (y—Y)" d'A, Yo) 








Q(x, Yo) + ni dy, “Hive ee ee 
se ne trae; per un teorema altrove dimostrato, (*) 
2 Po Ps 
OR, Yo)\ (dc, yo) 
naz dy? dy? Seco CC. 
Y~ Yo = Mac dom y\r 
Ps dy, 
dove 
(N) pn) 1 
Ü = —_—_—_———_—_—_—_+«+——_____ x: 


m2 113”... ABI. 
| p, =_nt+9p. +p tr. >: 
e la somma Y si deve estendere a tutte le soluzioni intere e positive dell’equazione 
Pa + 2p3 +39, +... =n_-1. 
Posto ciò, osservando che si ha 


2 3 
OTO Es ee 


ON ER AIT e a 


(*) V. Memorie della R. Accademia delle Scienze di Napoli per l’anno 1857. 
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potrà affermarsi che nello sviluppo di Q(x, yo)" il coefficiente numerico di 


ORI 20 On 
#0 o o 
10 20 30 


dovra essere 


Has + 220 + 30 +...) 


Ao a ex ne ll 
TD as?” ae eee 


con la eondizione che si abbia 


N= Oy tot Kot: 
Similmente, essendo 


d’ Q(x, Yo) x a 
——— = 9, + 2,— Le RN, 
dy; 02° 137 IT la 52° 112 li 5 
si troverà che nello sviluppo di 
d’ Q(x, Yo) Pa 
dy; 
il coefficiente numerico di 
22 Sn on 
C0 i 
02 12 22 


dovrà essere 
Uan ne I 


a Ar 
Nasa Seal 
a condizione che sia 
Po = %a + Za + Ga t..- 


Valori analoghi si troverebbero per i coefficienti di 


403 _%3 Ao, Hrs 
0° O Sal ai. SN OR 
03 13 04 14 


negli sviluppi delle rispettive funzioni 


Oz, mo) fdiO(æ, yo) 
ur ’ dy > EC. 


Quanto poi al coefficiente di 


Soy Oy At 


nello sviluppo di 
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dQ(a, Yo) wur 
dy, i 


si troverà, per mezzo del teorema dimostrato relativamente alle funzioni composte, 
che esso debba essere 


pe + 1)(p. 4-2) .... (pr + k—1) 
Oe je ee alle itl cate 


? 


dove 
k = a,, + aa + 43, +... 


Adunque sostituendo nell’equazione (B) avremo 


MURO (—1) Ip, PESI) 


Bree 
Li II Py . P 
er Se, 
x en: Co + %0 + see») Xx nt Are 4 dg, + ee.) 
TO a Te IO Ia less 110,2 IIc,;.. 
> en 13 + &%3 +.) = abe a + Rs + ar) 
DO LE Perla las ie CARE lle: Las lle; … 


re, x x 
VUN FE ii 
er ey Ia SIA 
e riducendo, a motivo delle equazioni 
Pa = %o2 + yo + da. +... 
P3 = %3 + 213 + 423 +... 
ane Gore Ca 


N = Gio + A de 43 HF... 
k =a,,+a,, +3, +.... 
Pı np LES Pira, 
ed avendo riguardo all’equazione (a), per la quale si ha pi +4 =— a,, Si avrà 
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a ey 
(B) B,— (Et “I(— co, — 1) 
I ri 
Ho Que Tran PR IIa,, Lia LIGA IIx,3 Ila,3 ves CC, Ia, 
> IIr 


hog 2x te Azorlzırt..- 
I12 IT3 sella, glass lag la alla las 


Riassumendo possiamo enunciare il seguente teorema : 
Sia y una funzione implicita di x determinata dall’equazione Q(x, y) = 0, e | 


m-+n 


rappresenti Q la derivata espressa da 7 la derivata r°"" di y per rappor- 
mn 


to ad x sarà data dall’equazione 


Cor _Fıo x 
y” = SB,0 a” 0 .0 
OT 


10 02 11 20 or ro 


oz Arr _%zo 


dove à numeri a,, , e B, sono determinati dalle equazioni (a), , e (B),, e la som- 
ma Ÿ si deve estendere a tutte le soluzioni intere e positive, o nulle delle due equa- 
zioni 

oa + 215 + Cao + 2(%03 + dra + das + ago) + +11) (cor +. Ho) =r 1 
dio To dir t + May + dos Te) +e + ra, =. 


Osservatorio di Capodimonte, 11 Settembre 1858. 
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SULLE SUPERFICI D'EGUALE ATTRAZIONE. 


HIRST — NOTE SUR LES CORPS QUI EXERCENT DES ATTRACTIONS EGALES ec. 


Comptes Rendus N. 6. Aoùt 1858. 
On equally attracting Bodies — Philosophical Magazine — September and October. 1858. 


1° La prima parte delle interessanti ricerche del Sig. D". Hirst sui corpi che 
esercitano attrazioni eguali sopra un punto materiale fu pubblicata nel fascicolo del 
Maggio 1857 del Philosophical Magazine, ed ha per iscopo lo studio delle proprietà 
delle linee d’eguale attrazione. Nei lavori più recenti citati sopra l’ A”. considera le 
superfici d’eguale attrazione, cioè denominando punti ed elementi corrispondenti di 
due o più superfici quei punti ed elementi delle medesime che corrispondono al me- 
desimo raggio vettore, (supposto il punto attratto essere il polo); considera quelle su- 
perfici gli elementi corrispondenti delle quali esercitano attrazioni eguali sul polo. Am- 
messa la ordinaria legge di attrazione, osserva l’A°. come questa ricerca equivalga al 
problema geometrico : determinare la famiglia delle superfici aventi la proprietà che 
i loro piani tangenti in punti corrispondenti sono egualmente inclinati al comune rag- 
gio vettore. Quindi supponendo riferite quelle superfici a tre assi ortogonali l’origine 
dei quali sia il polo, indicando con r il raggio vettore corrispondente al punto di 
coordinate x,y, 2 di una delle superfici, con 9 l’angolo che esso comprende coll’asse 
delle x, con @ l'angolo che il piano individuato dal medesimo asse e dal raggio vet- 
tore comprende col piano xy, e con % l'angolo che il raggio vettore fa colla normale 
alla superficie al punto di coordinate x, y, 2; si ottiene la equazione alle derivate 
di quella famiglia di superfici: 


4 fdr \° 1 devi 
angg= —{ — ee), SER 
SULA (1) sen 9 (7) JU, 9) 


essendo (9, +) una funzione data dagli angoli 9, 9; la quale equazione indicando 


LE: 
con € una costante e ponendo u = log ~ riducesi alla : 


| Tu \ A due 
a (=) Hard) 200. 
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Analogamente per una seconda superficie dello stesso gruppo si avrà : 


: du, \” 1 /du,\° 
tang b, == (e) | de) = f®, ¢) 


e quindi per due superficie (u), (v,) d’eguale attrazione : 


(2) du en 1 /du\* (du,\° 1 0 /du Ne 
do sen'0\dp J \ do + sen’é do 


2° Se con N si indica l’angolo compreso dalle normali al punto di coordinate x, 
y, z della superficie (u) ed al punto corrispondente della superficie (w,) si ha: 


lu du 1 du du 
N= ENT CT 
cos cos d cos | SRE dg * sen? do me 








dunque il coseno dell’angolo v che i piani passanti per ciascuna delle normali e pel 
raggio vettore fanno tra loro (piani denominati dall’ A’. normali-vettori ), sarà dato 
dalla formola : 
cos N — cos Ÿ cos Y, 
cos D = ——t 
sen d sen W, 

o sotituendo : 
1 du du 1 du du 
3 cos y = — —* + a a 
(3) tang tang 4, (d0 dé sen’ do dg 


L’ A”. considera dapprima i due seguenti casi particolari : 1° quando per le due su- 

> + , . . 5 Te 
perfici d’eguale attrazione (u), (w,) sia l'angolo v= 0 od = r; 2° quando sia v = 3 
Nel primo caso la (3) da: 


ie  —. 


dry L r 
e quindi per la (2) w= + u, ossia log — = + log— ; si hanno così due specie 
c Ci 


. ER hat OI, STEEL: 
di superfici cioè le simili per le quali —=—; e le reciproche per le quali -——- 
Cc Ci c Ti 

Nel secondo caso la (3) da: 
du du, LÉ 1 du du, 
de dé sen°0 do dg 


ossia ponendo © = log tang£0, per due superfici di eguale attrazione a piani nor- 
mali-vettori ortogonali si avranno le equazioni : 


(4) du a du\* (du, * duNs du du, du du, 0 
do do ~ \da dg do de 7 de dg Ds 
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Da queste deducesi : 


du, __, du du, ___du 
dave m do : dg agents 
quindi : 
d°u sa du 0 
do” do” “= 


ed integrando : 
Qu = F(o + tg) + F,(0 — 29) 
essendo F, F, due funzioni arbitrarie; e : 
Qu, = +i § F(a + ig) — F.(o— i9)}; 
ossia dovendo essere u, u, reali, indicando con A, x due nuove funzioni arbitrarie 
si otterranno le seguenti equazioni generali delle superfici (u), (u,) : 
Zu = Ma + dg) + Mo — io) + à {e(0+ 9) — slo — do) | 
Qu, = Fi Mo+ tg) — Mo — ig) +2 ielo + i9) Halo —i9)} ]. 
Ponendo 2v = u + u,, 2v, = u — u, la prima delle equazioni (A) può scriversi: 
dv dv, dv dv, 
do do do do 
la quale ha la forma della seconda delle (4). Quindi se le due superfici (u), (u,) sono 
di eguale attrazione le due (v) (v,) sono a piani normali-vettori ortogonali, e reci- 


procamente. Siccome poi: u= v + v,, U, = v — v, la seconda delle (4) dimo- 
stra che se le superfici (u) (w,) sono a piani normali-vettori ortogonali, le superfici 


(v), (v,) sono pure di eguale attrazione. Se supponiamo v = log =: D 0e Pr gi 


T1 


a= UM; 


avranno fra i raggi vettori di queste quattro superfici le relazioni : 
Ir rc 


ae CC, ’ Fanta re 


3° Se supponesi che l’angolo % sia funzione della sola variabile 9, l’equazione (1) 
delle superfici d’eguale attrazione diventa : 


du gt 1 du = () 
dé sen”9\ do wine 





DA | d 2 ; È 
Ponendo per brevità p = ma >= = , l'integrazione di questa equazione alle de- 
ti 
rivate parziali dipende dalle seguenti alle derivate ordinarie : 
do do q dp 2 CON NE EE dq 
0) — = 6) — = 6) ——q —+-0(09), — = 0 
Pi) du Po e(8) du sen’6’ (8) du send 2 er) du 
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le quali integrate danno oltre la proposta le tre : 


q=2, 9-e=Pß, w— À(8) — au(8) — y 


a” di 
(0) = WV (0) — Sal, #9 = _ 


quindi Pequazione generale di quella famiglia di superfici si otterra dalla eliminazione 


essendo : 





della « dalle due equazioni : 


di di I 
(5) u = 2(6) — a + fla) — af (a), Ce eat + f (a) 


essendo f(z) una funzione arbitraria di a. 

Da questa equazione deduce l'A”. la singolare proprietà : che se u = 4(9, 9) è il 
risultato della eliminazione della « dalle medesime per una determinata forma di f(@) 
sarà : 

a 
u = (9,9 + c) 
il risultato dell’eliminazione della « da quelle equazioni quando in luogo di f(«) pon- 
gasi nelle stesse f(x) + ca. Cioè una superficie della famiglia che si considera, può 
farsi ruotare in un modo qualunque attorno l’asse delle x senza che venga ad alte- 
rarsi la sua proprietà d'attrazione. 

L’A°. applica da ultimo le equazioni (5) alla trattazione di alcuni casi partico- 
lari, fra i quali è principalmeute rimarchevole il seguente : determinare la famiglia 
delle superfici che attraggono il polo egualmente ad un piano perpendicolare all’asse 
delle x. L'equazione generale delle medesime deducesi evidentemente dalle (5) po- 
nendo in esse p(8) =tang.0. 


Settembre 1858. 


Pror. F. Brioscut. 
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DI UNA NOTA DEL BARONE PLANA. 
CAS PARTICOLARI DEL MOTO DEI LIQUIDI, 


— ari 


I. In una Nota relativa a tre pagine degli Opuscula Analytica d’Eulero ("), il 
Barone Plana risponde ad alcune delle censure fattegli nella mia Memoria Sopra una 
formola di Lagrange spettante al moto dei liquidi ne’vasi (*). Le osservazioni che 
seguono faran conoscere queste risposte e ne mostreranno l'insufficienza. 

Il Plana essendo giunto nel Vol. XVI, serie 2°. dell’Accad. di Torino, pag. 103, 
alla formola 

BUCCIA NI cos U cos 2% cos 34 


De e 


Sr Tn Ve re en 
pareva supporre che essa fosse nuova e che solamente Fourier ne avesse data un’altra 
da cui potesse venir dedotta mediante una differenziazione; mentre per ottenerla ba- 
sta fare a — 1, x — 0= nella formola (2), num. 131, del Trattato degl’integrali 
definiti del Piola (*), oppure fare x = 1, b=7, a=u nella prima delle for- 
mole (à), num. 136, dello stesso Trattato (4), formole dovute a Legendre: om- 
metto altre citazioni che mi sarebbero somministrate dalle opere di Poisson e di Cauchy. 
Ora egli vuol mostrare che quella formola appartiene ad Eulero, ma i mezzi usati 
sembrano poco acconci giacchè ricorre ad una trasformazione non breve e ad una 
sostituzione immaginaria senza riguardo alle condizioni a cui la formola d’ Eulero è 
soggetta. 

Se non fa difficoltà il passaggio dal reale all’immaginario, non occorre veruna al- 
tra trasformazione avendo Eulero trovata una equazione che è la prima delle (ff), 
num. 135, del Trattato del Piola (°) e che si cambia nella proposta al solo farvi 
el, D nV b = rV—1. 

Ma un’altra formola diede Eulero non menzionata dal Plana, la quale & assai 





(:) Torino, Stamperia Reale. 

(2) Annali di scienze matematiche e fisiche, 1857, pag. 396 e segg. Sono corsi in questa Memoria 
alcuni errori di stampa di cui noterò i principali: a pag. 401, equazione (7) il limite inferiore del = 
dev'essere à = 1; a pag. 404, formola (10), nei limiti inferiori del residuo £ deve sostituirsi ( — 7) in 
luogo di (x); a pag. 113, lin. 14, si cangi x, in x, , lin. 16 si cangi x, in a, ; a pag. 421, lin. 9 si legga 
vaso in luogo di caso. 

(*) Opuscoli matematici e fisici. Milano 1834. T. II, p. 412. 

(+) Ivi pag. 117. 

(5) Ivi pag. 116. 
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assai più feconda benchè bisognevole di correzione, e che ho già ricordata nella mia 
Nota intorno ad alcune formole sommatorie, num. 13 (*), cioè 


Ks 


y=SXdx + 2 Y (cos 2rrx f Xdæ cos 2rrx + sen 2rra fXda sen 2rrx) , 
r=ı 
dove X denota il termine generale d’una serie, & il suo indice, e y la somma della 
serie arrestata al termine X : la correzione da farsi sta nel termine +4 X che con- 
viene aggiungere al secondo membro. Chiamato k un numero intero, e X,, Xx i 
valori di X corrispondenti ad æ — 0, ax = È, si avrà 


xk r=% 
XxX 5 
yx — ee Xa aa 2Y [Kia cos Arıt. 
RT r=] 0 
facciamo X — ra , k=: sarà 

1+x 
ET cos px Si 1 as “cos px dx +¥f cos(2rn-+ p)x + cos(2rn—p)x 
eda 2] 1+ a" 1+ 2° Si 


e se p sia compreso tra zero e 2r, sostituendo agl’integrali definiti i loro noti va- 
lori, troveremo 


=. Peso == Li e ali P E — |, 
AN EEE aE + Ye ar Ape 2|1-e” tr 


onde posto x — p = , risulta la formola che il Plana vuol dimostrare. 
Molte altre conseguenze notevoli si possono similmente ricavare dalla formola ge- 
nerale d’Eulero testè riferita: se per esempio prendiamo 


COS px 


Siria 


k=», 


* cos ax dx 


ricordando che l’integrale definito | zen) se a è positivo eguaglia 


0 


= TA Care + cos £ ne” 
2y2\ y2 v2 
ossia la parte reale dell’espressione 
ro SONT Enr ee 


(') Annali di sc. mat. e fis. 1855, pag. 108. 
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” cos ax de TIA 
» ita 2 
IV 


fatto ND == à, € rigeltata la parte immaginaria del secondo membro; trove- 


onde si ha 


remo sotto la medesima condizione, e pr 0 <p< 27, 


J'—=2 


À cos px {io & : tarp Tie (1 certo e” 

N (e XG Oi eeeh Irene or 

9 Ara 2 2 \1—e et —1 
x=] <=] 


Posto r— p= ed eseguite le riduzioni opportune, resterà 


la 


1 cos U da cos 2u cos 3u u 
2 444-1 DHEA 341 0 7S 
T 1 





ut ; 
i cei ae ee ya An SR ra 
272 EV? — Qeos rÿ2 + e rv? y2 v2 


ut UT 
— 7 U—rT UT — UH-T Ur 
ON? (cos + sen =) meee (cos = + sen =) 


2 ND V2 V2 


ar u+nr Ur 
—e 7? [cos—— — 


sen —— 
y2 y2 
Accennerò anche una dimostrazione che si otterrebbe svolgendo pei coseni degli 


archi 9, 29, 39, ecc. il primo membro della formola trovata dallo stesso signor Plana 
nel 1816 : 











” (e— e’)sen ht e" Le” 
a Warren 
o € + 20089 + e CRE Cali 


1 
ma converrebbe ammettere |’ equazione fo sen ht + che non è vera in modo 
; D 
assoluto benchè possa valere come formola di limite. L’integrazione indefinita mostra 


che | dé sen ht è quantità indeterminata, nè mi persuade il contrario l’opinione del 
0 


signor Raabe ('), che ricorre a differenziazione sotto il vincolo integrale e ad altri 
mezzi non sempre legittimi. Del pari mi sembra indeterminato l’integrale definito che 
fu trattato dal Plana, e credo che alla sua formola si debba sostituire la seguente 


Leo OE ra dt sen ht = ie Lie Pa ’ 
0 + 200509 -+- € Co. v 


(!) Mathematische Mittkeilungen, Zurigo, 1857 e 1858. 





Tom. I. N° 6. 1838. 49 
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onde si potrà immediatamente dedurre quella che abbiam rammentata al principio di 
questo articolo. 

Il Barone Plana dando questa formola aveva ommesso nel primo membro il di- 
visore 2 : egli attribuisce una tale mancanza ad un errore tipografico, ma a torto 
perchè quell’errore, come ho notato nella mia Memoria, num. 8 ('), si è trasfuso in 
altre due formole derivate dalla prima e vi ha recato un indebito coefficiente 2 ; e 
questa trasfusione non può certo esser opera del tipografo. Del resto non diamo al- 
cuna importanza a così fatte inavvertenze : era assai più strana quella che il Plana 
commetteva quando per eseguire una moltiplicazione algebrica in luogo di sommare 
gli esponenti li moltiplicava (?). Ma gli. errori di calcolo non sono una grave colpa, 
essendovene ben altri per testimonianza di Eulero in quos ettam exercitatis incidere 
contingit, e noi li mentovamo soltanto per conchiudere che molta misericordia si vuol 
avere per essi. 

Passando a spiegare i motivi per cui alla dimostrazione di Lagrange preferisce la 
sua, il Plana biasima Lagrange perchè fa uso d’una relazione che non si verifica per 
aleun valore finito dell’ indice ; ma da un rimprovero consimile non va esente egli 
stesso che si servi dell'equazione 

mk 
(— LE m?’ — 0 
m=1 
non vera per alcun valor finito di k e assurda, anzi orribile secondo Abel, per k— . 
Pretende nondimeno di giustificarla con nuove ragioni; è accennata la trasformazione 
euleriana di quella somma infinita nel polinomio 


: 1 
iaia ci Bee 


3 53 A, 4?) > 


gar 
che non è rigorosamente esatta, poichè si ha sempre un resto che non può trascu- 
rarsi, sembra concedere che la spiegazione da lui data sia la medesima che indicò 
Eulero a pag. 288 del suo Calcolo differenziale, e che la formola da lui suggerita 
per comprovare generalmente la induzione di Eulero non si confaccia ad un tale in- 
tento; poscia rammenta la formola 


xa 


AO cos a 1 — 2x cos? + 2x°cos 20— 2xÎcos 39 + ece. , 
cos x 


2,2 


sostituisce cos m9 = 1 — 
153 





+ ecc., fa x = 1, e dal coefficiente di 87} trae 


(*) Di. Annali, 1857, pag. 418. 
(?) Dei congrui di Leonardo Pisano, pag. 6. Veggasi il Cimento, Rivista di Scienze ecc. N° del 31 
ottobre 1855, Torino Tip. Franco, pag. 673, in nota. 
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4». asl 92) an ge 42} A — 0, 


ch’egli crede aver così dimostrata col mezzo di serie convergenti. Basterebbe rispon- 
dergli che la prima serie, convergente per x inferiore ad 1, è divergente pel limite 
x = +1; ma voglio mostrare a qual conseguenza apertamente erronea guidi lo stesso 
metodo. Se in luogo di fare x = 1 si pone x = — 1, si annulla ancora per infi- 
niti valori di 9 il primo membro della formola precedente, e quindi bisognerà egua- 
gliare a zero il coefficiente di ciascuna potenza di 9 nel secondo membro : il coeffi- 
ciente di 92 dara 

ARTI AR . — 0 
equazione che senza dubbio anche il signor Plana rifiuterebbe. 

Ecco un nuovo esempio a conferma della proposizione di Abel che asseriva po- 
tersi con le serie divergenti dimostrare tutto ciò che si vuole, il vero e il falso, il 
possibile e l'impossibile. I progressi e la dignità della scienza non soffrono più l’uso 
di mezzi tanto inesatti che può solamente rivelare l’imperizia di chi non sa prescin- 
derne; bisogna che si possa render ragione d’ogni parte d’una dimostrazione algebrica 
come si fa per le geometriche , e che le trasformazioni analitiche siano liberate af- 
* fatto da quell’oscurità per cui un arguto geometra torinese le assomigliava ad un giuoco 
di bussolotti. Conviene in una parola seguir la via aperta dall’illustre Cauchy, che 
nel 1821 scriveva ('): « Quant aux méthodes, j'ai cherché à leur donner toute la 
rigueur qu'on exige en géométrie, de manière à ne jamais recourir aux raisons tirées 
de la généralité de l'algèbre. Les raisons de cette espèce, quoique assez commune- 
ment admises, surtout dans le passage des séries convergentes aux séries divergentes, 
et des quantités réelles aux expressions imaginaires, ne peuvent être considérées, ce 
me semble, que comme des inductions propres à faire pressentir quelquefois la vé- 
rite, mais qui s'accordent peu avec l'exactitude si vantée des sciences mathématiques. 
On doit même observer qu’elles tendent à faire attribuer aux formules algebriques 
une étendue indéfinie, tandis que, dans la réalité, la plupart de ces formules subsi- 
stent uniquement sous certaines conditions , et pour certaines valeurs des quantités 
que’elles renferment. » 

Anche Abel fu da principio meno rigoroso e a questo periodo di tempo appar- 
tengono le formole trovate inesatte dal signor Bertrand (?), ma poscia ebbe a dire: 
« enfin mes yeux se sont dessillés d’une manière frappante, » e si pose sulle tracce 
di Cauchy del quale scriveva: « M. Cauchy est celui des mathématiciens qui sait le 
mieux comment les mathémetiques pour le moment doivent être traitées ... L’excel- 





(*) Analyse algébrique, pag- ij. (Introduction): 
(?) Annali di matematica, 1858, pag. 156. 
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lent ouvrage de M. Cauchy, Cours d’analyse de l’école polytechnique doit être lu 
par tout analyste qui aime la rigueur dans les recherches mathématiques (*). » 

L'autorità del signor Plana potendo servire a generare o radicare falsi concetti 
sopratutto nelle menti de’giovani, ci ha determinati a non tacere alcuni suoi abbagli, 
e godiamo di citare una sentenza giustissima che a proposito d’una inavvertenza del 
medesimo astronomo piemontese proferisce l’Arago: « Les inexactitudes, quand elles 
proviennent de sources aussi élevées, ne doivent pas être laissées à l'écart, et sans 
réfutation (*). » 

II. La Nota del Barone Plana mi offre I’ occasione di fare qualche aggiunta a 
ciò che dissi nella Memoria sopra ricordata intorno alle ricerche fatte per una deter- 
minazione rigorosa del moto dei liquidi. Debbo innànzi tutto riparare ad una ommis- 
sione nominando fra i geometri italiani che trattarono dell’indicato argomento i pro- 
fessori Brighenti, Bruschetti, Amici, Tardy, Padula, Betti: principalmente mi corre 
obbligo di menzionare le diligenti indagini e discussioni storiche del Tardy (*), che 
in modo assai più preciso e pieno ch'io non ho fatto dichiarò la parte avuta. nella 
trattazion del problema da Lagrange e Dalembert. Anche il prof. Brioschi ne diede 
una storia ordinata ed esattissima che premise alla Memoria postuma del Piola sul 
moto delle acque (4). 

In secondo luogo richiamerò pel moto ne’vasi conici alcune soluzioni diverse da 
quella del Venturoli ch’era stata proposta come la sola possibile. Tali soluzioni già 
venute in parte additate dal prof. Bellavitis (°), e si deducono dagli stessi caleoli del 
prof. Turazza benchè questi abbia inteso di provare che non poteva soddisfarsi al 
problema fuorchè con quella del Venturoli ; questa sola trovò pure il Tardy mediante 
il calcolo dei differenziali a indice fratto supponendo un differenziale esatto il tri- 
nomio della velocità, quantunque altre ne indicasse pel caso in cui la stessa condi- 
zione non s’adempia (°): così gli esempi del Bellavitis e gli altri che recherò mo- 
strerebbero per avventura che le formole somministrate dal calcolo dei differenziali a 
indice fratto non godono di tutta la desiderabile generalità. 

Prese le coordinate ortogonali x, y, 2, abbiasi un vaso generato dalla rotazione 
d’una curva piana intorno all’asse delle 2, e si faccia r = Va + y : le velocità 





| 
secondo z e secondo r eguaglieranno le derivate parziali = e Di se assumesi per 
( 
(1) Oeuvres d’ Abel, tom. 2, pag. 266 e 269; tom. 1, pag. 68. 
(2) Comptes rendus, tom. 23, pag. 746. 
(*) Sopra alcuni punti della teorica del moto dei liquidi. Firenze, 1847. 
(4) Memorie dell’Istituto Lombardo, Vol. III. Milano, 1852. 
(5) Sul movimento di un liquido che discende in modo perfettamente simmetrico rispetto ad un asse 


verticale (Venezia, 1845), num. 25, pag. 20. — Observationes de quibusdam solutionitus analyticis pro- 
blematum ad liquidorum motum pertinentium (Bologna, 1847, num. 36, pag. 26—27.) 
(5) Annali di sc. mat. e fisiche 1850. 
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Y l’espressione usata dal Turazza e dal Tardy 


do] 


= {ow | o(z +cosr av —4) + 9(2 — r cos 6V—1) |, 


(0) 


che per mezzo del teorema di Taylor si risolve nella serie 
2 £28 6 
T r r r 
== — A oa "(2 LEA ae res Ot DA > : 
Y 5 [2 TAO aio LIA ara. 
dinotiamo con 9, 9, g',... una funzione arbitraria e le sue derivate successive. Ri- 
cavandone le velocità, si avrà per l’equazione differenziale d’ogni trajettoria 


! ni II ri "(2) 
Bia Ta Aa ui 


de De, ni (2) 1 ode 
Carl af tag? RTE à és 


e si dovrà determinare 9 in modo che questa comprenda anche l'equazione delle pa- 
reti del vaso. Ora pei vasi conici l’equazione delle pareti è 2 = er con « costante: 
sostituendo e facendo 9'(2) = 2", si ottiene 


k(k—1)  k(k—A1)(k—2)(k—3) 








ise Dai ds 9” A? oct en, 
| k k(k—1)(k—2) k(k—1) ...(k—4) 
= Da 2° Aa? u ln eg’ 
ossia 
1 k(R—1)  k(k—1)(k—2)(k—3) 
a [5 — Ber 2° .4°.6.a a 
che sı risolve nelle due 
1 k(k—1) K(k—1)(k-2)(k—3) 
kt 20, TRI PI e o LT ae Tg ee (0), 
La prima porge k = — 2, che corrisponde alla soluzione del Venturoli: la seconda 
è un equazione di grado infinito rispetto a k, e chiamate k,, k,, k;, ... le sue ra- 


dici, si potrà prendere 


! Sao, ky hy ks : 
0(2) = az? + 0,3 +0,22 + 033° +..., 


con 0, @,; A,, ... costanti arbitrarie. Si riconosceranno facilmente l’esistenza e i li- 


miti d'alcune di tali radici, ponendo nel primo dell’equazione successivamente k—1, 
2, 3, 4..., il che lo ridurrà a 


e 00. 
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Così per k = 1 quel primo membro sarà positivo, per k = 2 sarà negativo se « è 
< +, nullo se «= 4, positivo se a >i; per k=3 sarà negativo se a è <4 4/3, 
nullo se « = + 1/3, positivo se « > +4 /3; per k—4 sarà positivo se ae < 4 v3—y7 
e se a >+ v3 + y7 , negativo se « è compreso tra questi due valori, nullo se 
a eguaglia l’uno o l’altro; per k = 5 sarà positivo se « è <iV5 — V15 ovvero 
>< V5 + VIS, negativo se a è compreso tra questi due valori, nullo se uguaglia 
l’uno o l’altro. Da ciò si vedrà che se « è << + l’equazione ha una radice 4, com- 
presa tra 1 e 2; nel caso di 3 <a <(#y3 l’ha tra 2 e 3, nel caso di $+Y3 <a 
<< À Vout l'ha tra 3 e 4, e nel caso di Es ma V15 V’ha 
tra 4 e 5; se a è <4 V3 — 7 Pequazione avrà una radice k, tra 1 e 2, e una 
radice Kk, tra 2 e 4; le se a é tate V5 — V15 essa avrà una radice k, tra 1 e 3, 
e una radice k, tra 3 e 5; se poi a eguaglia uno dei valori $, 41/3, 4 Vaia 
1 V5 + ÿ15 , una radice sarà k, = 2,3, 4,5. Nel caso di a =, divisa l’equa- 
zione per k — 2, resta 

k+ 1 La k(k—1) (k—3) k(k—1)(k—3)(k—4)(k—5) 


4 Dip 67.8 a 





il cui primo membro per k = 4 è negativo e per k= 5 diventa positivo; onde v’ha 
un’altra radice k, compresa fra 4 e 5. 

Con queste soluzioni tutte le trajettorie risultano curvilinee, eccetto quelle dell’ 
asse e della parete, come mostrò il Bellavitis, ed è chiaro così che la determinazione 
delle funzioni arbitrarie fatta per tutta la mole fluida non rende le trajettorie interne 
identiche per natura a quelle della parete, contro all’opinione ripetuta anche nell’ul- 
timo suo scritto dal signor Brighenti (*). Alla medesima conseguenza si può giungere 
anche pel moto a due coordinate, considerando che se il solo fluido è contenuto dalle 
due rette y= 0, y=xtango, la funzione F(s) del Venturoli può generalmente 
determinarsi per la formola 

pena 
F(s) = — 9 (8°), 
s 
ove 9 denota una funzione arbitraria. Il prof. Tardy recò altresì l’esempio del velo 
terminato dalla iperbola yx =a e dalla retta y = fx, e trovò per le trajettorie in- 
terne 


CU : = H(2"— yo = + 2) 


questa equazione si riduce a quella delle due pareti per valori particolari della co- 


(*) Intorno ad una Memoria postuma di Gabrio Piola (Bologna, 1854), pag. 10. 
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stante H, ma non intendo con qual fondamento il signor Brighenti assuma che le 
tre equazioni debbano sussistere insieme e così la terza non rappresenta altre linee 
che quelle delle pareti. 

Bensì convengo col signor prof. Brighenti nel credere che le soluzioni del Ventu- 
roli, di cui fu egli il primo ad impugnare l'esattezza ('), non siano rigorose ma ipo- 
tetiche, non argomentandosi la loro asserita generalità fuorchè dalla supposta perfe- 
zione de’metodi analitici che le aveano procurate, e che si scorge non essere abba- 
stanza generali. E parmi ancora che a ragione egli consigli nuove osservazioni e nuovi 
studi pratici onde si raccolgano le condizioni fisiche occorrenti alla piena risoluzione 
de’ problemi idrodinamici. 

Ora farò qualche esame delle formole ottenute dal prof. Tardy col suo calcolo 
dei differenziali a indice fratto. Adoperando gl’integrali definiti si ha per l’equazione 
differenziale delle trajettorie ne’vasi di rivoluzione 


J 


== ven | dé cos 0 [ (3 + r cos 6V—1) — g(z — rcos VA) ]» 


m 


do [ g'(2 + r cosoV—1) + ga — r cos 6¥—4) | 


e per essere 
sen°0 + cost — 1,  fsen°0 d9 [ 9'(2 + rcos o¥—1) + 9(2 — r così ¥—1) ] 


o(z + r così VET o(z — r cos 0 ÿ—1) 
rV—1 


[= + reos 6 ¥—41) — ol — r cos 9 ¥—1) 
+ [RE SS n rente 
rV—1 


cos 0 dé; 


il primo membro si trasforma in 


J L 


a | o(z + r cos 0 ÿ—1) — 9(% — r cos 9Ÿ—1) ait : 
a Ven COS ’ 


nm 


m 


cos”9 do [ o'(z + rcos 9 V—A) + g'(2— r coso V—1)] 


onde l’equazion precedente sarà soddisfatta se si pone 





(5) Nota intorno al movimento delle acque a due coordinate (Pesaro, 1828). Debbo alla gentilezza del 
dottissimo Prof. Gherardi l’aver potuto leggere questo ed altri de’principali opuscoli pubblicati sopra le 
accennate questioni. 
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cos 6 [9'(2+r cos 6¥ —1)+¢'(z—r cos 6¥—1) ] 


o(z + r cos s¥—1) am 9(z— r cos 6ÿ—1) 


+ = cos 0 
rV—1 





È A cos 9 [¢'(z + rcoso V—1) — g(z — r cosov—1)]. 


ne 


Questa equazione può servire a determinar 9, intendendovi 2 e r collegati dall’equazione 
del vaso; pei vasi conici del Venturoli e per gl’iperbolici del Giulio, essa collima pie- 
namente con la formola del Tardy (*), e intanto il modo con cui vi siam giunti la 
fa dipendere dalle premesse come una condizione non già necessaria ma sufficiente. 
Dividendo per cos”, e facendo r cos 4 V—1=s, troviamo 

o(z +s) — o(z — s) rdz g(z+s) — ¢(z—s) _ 


Inn = : 


Paras he SIE : ; 
quindi = dovrà ridursi ad una funzione f(z) di z, e facendo inoltre 
dr 


os +8) — gla— s)= R, 
ne trarremo l’equazione a derivate parziali 


dh dR 


con la quale determineremo f e 9 senza l’integrazione d’equazioni a differenze finite 

e miste prescritta dal Tardy. Posto infatti MFG. Z, e denotata con F una fun- 

u: is r dz 

zione arbitraria, avremo R=-Fi- |, e ad un tempo essendo “n = f(z), ne se- 
$ r 


Z 


guirà = per l'equazione del vaso. Preso Z=z, sarà dunque 


o(z +8) — 9(z — 8) -;F(:) 


% 
e fatto s=z ne risulterà 
F(1) 
9122) = o(0) +—— > 
che darà la soluzione del Venturoli pei vasi conici, con due costanti arbitrarie 9(0), 


| d’R d’R , 
F(1). Generalmente dovrà essere TD rog e sostituendovi l’espressione di R, si 


(') Memoria già citata, pag. 20 e 21. 


L' doti 
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iroverà che la funzione F deve soddisfare all’equazione 


Fosses. Ba. SE 2F' Ke 
Tre LS = IR 


dove gli apiei indicano le derivate al modo di Lagrange. Scrivendo poi 7. = EU 


terremo 
9 nu N 
_ PZL + Ze(iR" + OF) = = à = = 


? 


e il primo membro sarà indipendente da z come il secondo, talche differenziando ri- 


spetto a 2 si avrà 
— F(ZZ' ciù ZZ") Sia DZ ZUR Zia 2F') er 0, 





























m Hi r 
« Bi : Z fi 
e se ne dedurra 77 indipendente da 2 e però costante. Adunque 711" De MT; e 
integrando | 
2a 
Z' — al" , L* = — Zt +) ; 
? m+1 3 
inoltre 
F1 
ossia 
FF m—3 
i ir 
e integrando 4 
m— 2 Ic m— 1 
F' — ct i 5 F = t 3 + È = 
m— 1 
Con questi valori l’equazione di condizione diverrà 
m+i = 2 m— 3\ => 
be t° — 2C + 2% — 1 a 
2 Ale Dünger! i 
che dovrà riuscir identica; laonde sarà primieramente 
m — 3 
— 1 AU 
m — 1 PAT i 


e m avrà uno dei valori 3 e 5, indi ne deriverà b—0 e C—0. Al valore m—3 
corrisponderà F = ct, e perciò 


? 


NS 


o(2 +8) — ola — 8) = 
50 


DOM ALIEN 621808. 
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CR 
dove 7 Sara sempre nullo essendo tale quando s = 0, e così avrassi 
9(% + 8) = 9(% en) 
e 9 sara costante, il perchè niun moto si produrrä; al valore m — 5 corrisponderà 
€ a YA a 
F=-r, Zadar onde — ={(/- 
277 u: °’ 2? 3° 
e quindi 


avremo così 


ossia 


e l'equazione del vaso sarà 


r'(A + Bz) = an 


Questo è il vaso iperbolico del prof. Giulio, e il Tardy lo presenta come un esem- 
pio dei casi in cui il suo metodo conduce a calcoli complicatissimi e la soluzione sa- 
rebbe arrestata dalle gravi difficoltà delle integrazioni. 

Ho tacitamente supposto che Z" non sia nullo : I’ ipotesi contraria ci riporta al 
vaso conico del Venturoli. Due soli adunque sono i casi che vengono offerti dalle for- 
mole sopra riferite. 

L'equazione differenziale delle trajettorie espressa in serie si rende integrabile mol- 
tiplicandola per r, e si ottiene 
ri ri po 


we en poi 9 (2) er 


che rappresenterà curve algebriche ogni qual volta © (2) sia una funzione intera. Se 





prendesi 
9(2) = À + Bz + (2, 


si avranno tutti i casi compresi in una formola che il prof. Amici aveva indicata e 
che poteva parere molto più generale (*). Per dedurne il vaso iperbolico basta pren- 


(*) Amici, Meccanica e Idraulica, Vol. II, pag. 201 (Firenze, 1842). — La formula dell’ Amici pe’ 
vasi rotondi (di rivoluzione) può esprimersi con 
p= Fa + y) + F(x — y), 
fatto 
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dere o(z) = 2 Le trajettorie si possono anche rappresentare con l'equazione 
HV—ı 


» 





[ d9 cos 6 [ g(z + r cos 6¥—1) — g(z —r cos V—1)] = 


ovvero, usando i differenziali a indice fratto con l’altra 


fi (2 + rya) — 9(z — ra) | da? = 


purchè si faccia da ultimo a = — 1: ambedue queste equazioni si riducono alla 
precedente svolgendole in serie, e ricorrendo per la seconda alla formola 
he D 
x" da’ = Tl) — ere , 
Tin + pu +1) 
(Jui secondo il metodo del prof. Tardy converrebbe differenziare a indice $; ma 
poichè la formola precedente fatto p= — +, e n= 0 somministra 


di æ° il 


H 
r 


al 4 


dx? 7x 
ne seguirebbe 
H 1 
ele + ro) — =; 


fzv2 + sV—1) + f(2V2—sV —1) = F(s), 
e intesa con f una funzione arbitraria; ma dovendo Y ridursi ad una funzione di «2 + y? e z, si avrà 


LI ARIAL 
= dy Y da? 
e quindi 
| «Fa + y) — al (x — y) = yF' (x + y) + yF'(x — y), 
ossia 


Fie+y) _ Fire —y) 
Lt Y RZ y 
siechè = non varierà al variare di s. Porremo dunque au = Z, e avremo 
F(s) = 2° + Z,, ÿ = 2Z(a? + y?) +22. 
chiamate Z, Z, due funzioni di z. Ma % deve soddisfare all’equazione 
dy, Gan ds 
da tag tar? 


De 


che diverrà 
d2Z d2Z 
de (SUS) a + 4Z=0, 





e si dividerà così nelle due 
d? d’Z; 
——=(0, SP es 


Integrando si trovera 
Z=at+bdz, Zi = a; + biz — 2az? — = bz’, 
che sì sostituiranno nell’espressione di %. — Il Tardy è giunto in altro modo ad eguali conchiusioni. 


* 
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condizione a cui nessuna funzione può soddisfare restando a indeterminata come si 
vede ponendo a = 0. Lascio di cercare a che si giungerebbe supponendo H funzione 
dia ovvero considerando le funzioni complementarie di siffatti differenziali. 

Anche l'equazione dianzi ottenuta 


[o'(z + r coso V—1) + (x — r coso V—1)] cos 0 
o(z + r cos 0 V—1) — o(z — r cos 9Ÿ—1) 
SS eee 
r¥—1 
=? [g(z + rcos 6 ve) — 9(2— r cos 6ÿ—1) ]V—1 ; 


si rende integrabile moltiplicandola per rdrY—1, e l’integrale sarà 


Hy—1 


o(2 + r cos 6V¥—1) — o(2 — r cos 6V—1) = cai 


chiamata H una costante che potrà contenere l'angolo 9, e lo conterrà effettivamente 
in ambedue i casì sopra discorsi e risguardanti ai vasi conici ed ai vasi iperbolici. 


A. GenoccHi. 
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ERRATA—CORRIGE PEL N° 2 
Pag. 61 formola (10) 3(C — «..) si scriva (30% — ....) 
Pag. 65 lin. 145 e 16 dipinp si legga di p in g 
ERRATA—CORRIGE PEL N° 3. 
Pag. 151, lin. 12 in vece di [(n + 3)a — x]! 
leggasi [(n + 3)a— af. 
lin. 18—24 leggasi 


log (5+ !)- fi _30n +78 7] EF ROT ie 9 3 i n—i ( 3 2 
p (n+17)(n+3) 2In+3 6(n + 17) n+17 E+3 6(n + 17) ka) 
pe. EP PRE RE PO RE ner fe 
__30n +78 | on +62 9 x n —1 Ka 2 

log (5+ ı)- =; (n+17)(n+3)? (n+3) 3 in Lg 6(n + 17) + n+17'n+3 + G(n + (+) 


ERRATA—CORRIGE PEL N! 5 
Pag. 312, linea 2, — 6pg si legga — 6pqr 
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